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18 janvier 2011PréambuleLa relativité générale d'Einstein, qui dé
ritla gravitation en tant que 
hamp 
lassique, ap-paraît en 1915. Son impa
t est très important àla fois sur le plan 
on
eptuel (elle relie la stru
-ture de l'espa
e-temps à son 
ontenu) et sur
elui des prédi
tions (avan
e du périhélie deMer
ure et dé�exion des rayons lumineux1...).Depuis lors 
ette théorie à été abondammentétudiée ave
 des retombées très importantesprin
ipalement en 
osmologie et astrophysique,mais aussi plus ré
emment dans un domaineplus te
hnologique ave
 le système GPS.Le 
ours pour lequel 
es notes ont été rédi-gées est un introdu
tion à 
ette théorie. Sonbut est de donner les bases permettant de sefaire une idée de la relativité générale et d'ap-profondir le sujet si besoin. Dans 
ette optique,les notions de géométrie né
essaires à la �miseen équations� des prin
ipes sont introduites pa-rallèlement a la physique.Après un rappel de relativité restreinte, nousprésentons les deux hypothèses sur lesquelles sefonde la théorie : le prin
ipe d'équivalen
e et

∗e-mail : huguet�ap
.univ-paris7.fr1La première véri�
ation observationnelle de 
e phé-nomène est e�e
tuée en 1919.

les équations d'Einstein. Il est impossible dansle temps imparti de traiter ne serait-
e que lesprin
ipales appli
ations. Nous avons don
 dûfaire un 
hoix en nous limitant au problème du�
hamp 
entral� et à la 
osmologie.Sur un plan pratique, 
es notes se divisent endeux parties : les se
tions 1 à 6 sont 
onsa
réesà la physique et la se
tion 7 introduit ou rap-pelle le formalisme né
essaire. Un sommaire etune bibliographie sont donnés respe
tivementau début et la �n de 
es notes. Des exer
i
essont in
lus dans le 
orps du texte, ils font par-tie intégrante du 
ours : ils sont 
onsa
rés soità des démonstrations soit à des exemples pra-tiques d'utilisation des notions introduites, ilest don
 indispensable de les traiter.Pour �nir, rappelons qu'il s'agit de notes de
ours et non d'un 
ours à proprement parler,elles sont don
 né
essairement in
omplètes et lestyle y est très (trop) 
on
is. Par ailleurs, elles
omportent 
ertainement (hélas !) des erreurstypographiques variées...Tous les 
ommentairessont appré
iés et même en
ouragés !
1
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ConventionsDans toutes 
es notes, sauf mention expli-
ite, les 
omposantes d'un ve
teur V d'un es-pa
e de dimension n sont notées ave
 des ex-posants gre
s ou plus rarement des exposantslatins majus
ules : V µ, 0 6 µ 6 n − 1 ou V A,
0 6 A 6 n − 1. Dans le 
as parti
ulier del'espa
e usuel à trois dimensions les ve
teurssont désignés par des 
ara
tères gras : V . Leurs
omposantes sont notées ave
 des exposants la-tins : V i, i = 1, 2, 3. Ainsi les 
omposantes V µde V ∈ R

4 sont V 0, V 1, V 2, V 3 et 
elles, V i,de V sont V 1, V 2, V 3. Remarquons que la po-sition des indi
es n'a réellement d'importan
eque dans un espa
e non-eu
lidien, il est 
epen-dant 
ommode et prudent dans bien des 
al
ulsde la respe
ter.Les éléments d'une matri
e 
arrée (n×n) Asont notés Aµ
ν , où µ est l'indi
e de la ligne, ν
elui de la 
olonne2Nous utilisons la 
onvention de sommationsur les indi
es répétés, où 
onvention d'Ein-stein, l'intervalle de variation des indi
es étantimpli
ite. Par exemple, xµ1Aµ

µ1Λ
ν

µ signi�e :
µ1=n−1

∑

µ1=0

µ=n−1
∑

µ=0

xµ1Aµ
µ1

Λν
µ.Il est important de noter que les indi
es som-més sont muets (AσBσ

µ ≡ AνB
ν
µ) et que leurposition verti
ale relative est sans importan
e(AσBσ

µ = AσBσµ).Le produit d'un ve
teur V par une matri
e
A s'é
rit don
 : Aµ

νV ν .Le produit s
alaire usuel de deux ve
teurs deE3 U ,V est noté : U · V .Le produit s
alaire de deux ve
teurs x, y estgénéralement noté : xy.2Pour savoir quel est la position des indi
esligne/
olonne on peut se souvenir qu'un ve
teur V sereprésente par une matri
e 
olonne, l'indi
e du hautdans V µ repère don
 
haque ligne.

On note ∂µ l'opérateur ∂

∂xµ
. On é
rira don
 :

∂A = ∂µAµ, Aµ désignant un 
hamp de ve
-teurs.La métrique (
f. se
tion 7.1) de l'espa
e E1,3est (+,−,−,−). On a don
 en parti
ulier :
x0 = x0, xi = −xi

x · y :=
∑

i

xiyi = −xiy
i = −δijx

iyj.Sauf mention expli
ite nous adopterons éga-lement un système d'unité où ~ = c = 1.1 Intodu
tion : RelativitésLa physique newtonienne postule au traversdu prin
ipe d'inertie l'existen
e de référentielsparti
uliers dits inertiels. Ils persistent dansleur état de mouvement re
tiligne uniforme, oude repos, à moins qu'une for
e ne vienne le mo-di�er. Le prin
ipe de relativité a�rme l'équiva-len
e de tous les observateurs inertiels, 
'est-à-dire l'invarian
e des équations qui dé
rivent lesystème 
onsidéré lors du passage d'un repèreinertiel à un autre. Dans le 
adre de la physiquenewtonienne 
e sont les propriétés mé
aniquesd'un système mé
anique qui demeurent in
han-gées. Les 
hangements de référentiels inertielssont assurées par les transformations de Gali-lée.Ex. 1.1 : Soit un système de n points matériels en in-tera
tion gravitationnelle. Dans le repère inertiel
R′ leurs équations du mouvement s'é
rivent :

mi
d2x′

i

dt′2
= G

n
X

j=1

mimj(x
′

j − x′

i)

‖x′

j − x′

i ‖3
,où le ve
teur x′

i repère le point matériel i.Montrer qu'elles sont invariantes sous les transfor-mations de Galilée :


x′ = Rx − vt+ a

t′ = t+ a0,
(1)où R désigne une matri
e de rotation, v le ve
-teur vitesse de R′ par rapport à un repère R sup-posé �xe, a un ve
teur 
onstant 
orrespondant à3



la translation spatiale et a0 un réel qui permet ledé
alage de l'origine des temps.Comme on le sait, les équations de Max-well ne sont pas invariantes sous 
es transfor-mations. Elles impliquent par ailleurs l'exis-ten
e d'une vitesse 
onstante de propagationdes ondes éle
tromagnétiques dans le vide c.La relativité restreinte étend le prin
ipe de re-lativité au phénomènes éle
tromagnétiques etprend en 
ompte la 
onstan
e de la vitessede la lumière. Les transformations de Galiléesont rempla
ées par 
elles de Lorentz. La di�é-ren
e essentielle entre 
es deux types de trans-formations réside dans le fait que les se
ondes�mélangent� les 
oordonnées d'espa
e et detemps, alors que les premières les traitent sé-parément. Ce
i 
orrespond à la profonde dif-féren
e de stru
ture entre l'espa
e-temps de laphysique newtonienne et 
elui de la relativitérestreinte. Le premier est dé
rit par E3 × R(�espa
e×temps�), où E3 désigne l'espa
e eu-
lidien à 3 dimensions, 
'est-à-dire R
3 muni duproduit s
alaire usuel. Le se
ond est l'espa
e deMinkowski E1,3, 
'est-à-dire R

4 muni du pro-duit s
alaire xy = x0y0 − xy.Historiquement, si l'on ex
lu les prémissesde la mé
anique quantique, 
e sont bien leséquations de Maxwell qui posent problème auregard de la physique du début du vingtièmesiè
le. L'ajout au prin
ipe de relativité des loisde l'éle
tromagnétisme semble don
 permettred'englober toutes les lois de la physique. Enfait, la relativité restreinte ne donne pas unedes
ription 
orre
te de la gravitation. L'ingré-dient manquant est fourni par le lien entreinertie et gravité qui est résumé approximati-vement par l'énon
é : �Dans le vide tous les
orps tombent à la même vitesse�. Commenous allons le voir, 
e fait expérimental està l'origine d'un prin
ipe d'équivalen
e, dontl'une des 
onséquen
es est que la relativité res-treinte n'est valable que sur des é
helles delongueur et de durée faibles devant les va-riations spatiales et temporelles du 
hamp de

gravitation. La relativité restreinte devient, enquelque sorte lo
ale. Conséquemment l'espa
e-temps n'est minkowskien que lo
alement. Unenouvelle des
ription de l'espa
e-temps est don
né
essaire, elle utilise le langage de la géomé-trie di�érentielle et plus parti
ulièrement 
e-lui des espa
es de Riemann. Mais elle fait sur-tout apparaître un lien entre la stru
ture del'espa
e-temps et la gravité. La relativité géné-rale d'Einstein ne dé
rit plus indépendammentl'espa
e-temps et la matière : 
'est le 
ontenuen énergie de l'espa
e-temps qui détermine sastru
ture.Notons pour 
lore 
ette introdu
tion que lades
ription de la gravitation introduite i
i est
lassique. Rappelons que la mé
anique quan-tique, qui est tout d'abord formulée dansun 
adre Galiléen, apparaît 
hronologiquementaprès la relativité. Elle est ensuite généraliséedans le 
adre de la relativité restreinte et donnenaissan
e à la théorie des 
hamps quantiques,qui est à la base du modèle standard de la phy-sique des parti
ules. Une étape supplémentaire
onsiste à étudier la théorie des 
hamps quan-tiques en présen
e de gravitation, 
'est-à-diresur des espa
e-temps non-minkowskien. Mais,la prise en 
ompte simultanée de la physiquequantique et de la gravitation pose la questionde la des
ription quantique de l'intera
tion gra-vitationnelle elle même, 
ette des
ription esttoujours l'objet de re
her
hes.2 Rappels de relativité res-treinte2.1 Transformations de LorentzConsidérons une impulsion éle
tromagné-tique émise à l'origine d'un repère inertiel R.L'espa
e étant supposé isotrope 
ette onde estsphérique. Le front de l'onde se déplaçant à lavitesse c le rayon x de 
ette sphère à l'instant
t est ct, on a don
 : (ct)2 = x2. Compte tenu4



de la 
onstan
e de la vitesse de la lumière lamême équation sera valable dans tout autre re-père inertiel R′ 
oïn
idant à t = 0 ave
 R, i.e. :
(ct′)2 = x′2. On peut don
 é
rire :

(x0)2 − x2 = (x′0)2 − x′2, (2)où l'on a posé x0 = ct.On voit don
 apparaître naturellement l'es-pa
e R
4 et le pseudo-produit s
alaire3 dé�nipar :

xy := η(x, y) = xµyµ = x0y0 − x · y, (3)L'espa
e R
4 muni de 
e produit 
onstitue l'es-pa
e de Minkowski noté E1,3 dans la suite.Ave
 
ette dé�nition du produit s
alaire,l'expression (x0)2−x2 apparaît 
omme le 
arréde la pseudo-norme x2 du ve
teur x de ∈ R

4.Par ailleurs, on peut montrer que l'invarian
e(postulée) de x2 entraîne 
elle du produit s
a-laire.On est don
 
onduit à re
her
her les transfor-mations linéaires4 de R
4 qui laissent invariantela forme quadratique x2 ou plus généralementla forme :

(x − y)2 = (x0 − y0)2 − (x − y)2, (4)obtenue si l'on 
onsidère l'onde émise à partirdu point y dansR. Ces transformations sont lestransformations de Lorentz. Elles sont repré-sentées dans l'espa
e de Minkowski par des ma-tri
es 4×4 notées Λ. Les transformations de Lo-rentz ayant pour déterminant +1 sont appeléestransformations propres, 
elles ayant pour dé-terminant −1 transformations impropres. Lestransformations telles que Λ0
0 > 1 sont or-tho
hrones, et 
elles telles que Λ0

0 6 −1anti
hrones. L'ensemble des transformationspropres (resp. impropres, ortho
hrones et an-ti
hrones) est noté L+ (resp. L−, L↑ et L↓).3Dans la suite nous omettrons le su�xe �pseudo�
haque fois qu'il n'y aura pas d'ambiguïté.4On peut montrer que le 
ara
tère linéaire dé
oulede l'homogénéité supposée de l'espa
e-temps.

Toutes 
es transformations, qui n'in
luent pasles translations spatio-temporelles, sont quali-�ées d'homogènes. Elles 
onstituent le groupede Lorentz. Lorsqu'on leur adjoint les trans-lations spatio-temporelles on obtient le groupede Poin
aré. On distinguera également le sous-groupe de Lorentz (resp. Poin
aré) restreint
L↑

+ (resp. P
↑
+) qui ne 
ontient que les élé-ments 
onnexes à l'identité. Les renversementde temps et d'espa
e (parité) en sont, en par-ti
ulier, ex
lus.Les boosts, 
'est-à-dire les transformationsde Lorentz homogènes, propres et ortho
hronespour des repères ayant leurs axes parallèles etde mêmes orientations, suivant un ve
teur vi-tesse v de dire
tion quel
onque, sont fréquem-ment mises sous la forme :

Λj
i = Λi

j = δi
j − βiβj

γ2

γ + 1
Λj

0 = Λ0
j = γ βj ,

Λ0
0 = γ,

(5)ave
 :
βi :=

vi

c
, γ :=

1
√

1 − β2
.2.2 Espa
e-temps et simultanéitéRappelons à présent les prin
ipales di�é-ren
es entre l'espa
e-temps de Newton lié à larelativité galiléenne et 
elui de Minkowski lié àla relativité restreinte d'Einstein.Pour le physi
ien newtonien l'espa
e-tempsest E3 × R (�espa
e×temps�), où E3 désignel'espa
e Eu
lidien à 3 dimensions, 
'est-à-dire

R
3 muni du produit s
alaire usuel. Un évène-ment est repéré par le 
ouple (x, t). Géomé-triquement 
et espa
e-temps est une su

es-sion d'espa
es Eu
lidiens à 3 dimensions, des 3-plans dans R

4 (Fig. 1). Une droite inter
eptant
es 3-plans 
orrespond à un observateur iner-tiel. Notons qu'i
i deux évènements sont simul-tanés s'ils sont 
ontenus dans le même 3-plan.5



t

Fig. 1 � L'espa
e E3 × R. L'angle entre les 3-plans et l'axe temporel n'a pas de sens puisqu'iln'y a pas de relation entre espa
e et temps.L'espa
e-temps de la relativité restreinte est,
omme nous l'avons vu, E1,3. Un évènementest repéré par un point x de E1,3. Par ailleurs,la relation (x0)2 = x2 (l'équation de propaga-tion d'un signal lumineux), dé�nit dans R
4 unevariété à 3 dimensions : un 
�ne appelé 
�nede lumière ou pseudo-sphère. Cette 3-surfa
eexiste en 
haque point de E1,3 et en 
ondi-tionne la stru
ture temporelle et 
ausale. Pourun observateur quel
onque situé en un pointO, l'espa
e-temps se divise en trois régions : lepassé dé�ni par les points situés dans et sur le
�ne inférieur, le futur dé�ni par les points si-tués dans et sur le 
�ne supérieur et l'ailleursdé�ni par l'espa
e restant (Fig. 2). Si un pointM, quel
onque de E1,3, est situé à l'intérieurdu 
�ne passé ou futur (resp. sur le 
�ne, dansl'ailleurs) l'intervalle séparant O de M est dit degenre temps (resp. de genre lumière5, de genreespa
e) et on a OM2 > 0 (resp. OM2 = 0,

OM2 < 0).2.2.1 Diagrammes d'espa
e-tempsDe nombreuses situations peuvent être repré-sentées à l'aide de diagrammes d'espa
e-temps5Dans le 
as d'un ve
teur on dit également isotrope.

O

Futur

Passe

Ailleurs

Fig. 2 � Les di�érentes régions liées à l'obser-vateur situé en O : passé, futur et ailleurs. Seulsle passé et le futur sont liés 
ausalement à O.(Fig. 3). Il s'agit d'une tradu
tion à deux di-mensions (don
 imparfaite) de la géométrie deE1,3.En posant 
hϕ := γ et shϕ := −βγ un boostde vitesse v, le long de l'axe Ox s'é
rit :
Λv =

( 
hϕ shϕshϕ 
hϕ

)

,Le paramètre ϕ est appelé rapidité de la trans-formation.Un 
hangement de référentiel se traduit don
par une rotation hyperbolique d'angle ϕ : lesaxes Ot′ et Ox′ du repère R′ se rappro
hentd'autant plus du 
�ne de lumière6 (droite x =
c) que la rapidité ϕ est élevée. A la limite
v → c, 
'est-à-dire ϕ → ∞, les deux axes se
onfondent ave
 la droite x = c. Du point devue de l'observateur atta
hé au repère R′, ladurée d'un évènement dans R, repéré par un6La première bisse
tri
e dans un système d'unité ou
c = 1.6



C +

C
−

x

t

x’

t’

ϕ

ϕ

Fig. 3 � Diagramme espa
e-temps. Le 
�ne estle même dans les deux référentiels inertiels.point de l'axe Ot, se projette parallèlement àOx′ sur l'axe Ot′ (dilatation apparente des du-rées). La longueur d'un objet repérée par unpoint de l'axe Ox dans R se projette paral-lèlement à Ot sur l'axe Ox′ (
ontra
tion appa-rente des longueurs). Remarquons que 
es deuxsituations sont très di�érentes : alors qu'unemesure de durée (intervalle de genre temps)ne né
essite qu'une horloge, la mesure d'unelongueur (intervalle de genre espa
e) né
essitel'envoi et la ré
eption di�érée de signaux.2.2.2 SimultanéitéUne 
onséquen
e majeure de la stru
ture del'espa
e-temps de Minkowski est que la notionde simultanéité est, 
ontrairement au 
as new-tonien, relative à l'observateur. En e�et, deuxévènements E1, E2 simultanés pour un observa-teur donné, 
'est-à-dire ayant pour 
oordonnées
x1 et x2 ave
 ∆t = t2 − t1 = 0, se produirontpour un autre observateur en x′

1 et x′
2 ave


∆t′ 6= 0, 
omme on peut s'en rendre 
omptesur un diagramme d'espa
e-temps Fig. 3. Par

ailleurs, les mouvements inertiels sont en
oredes droites, de genre temps dans l'hypothèse del'impossibilité des mouvements à des vitessessupérieures à c.Ave
 les dé�nitions pré
édentes deux évène-ments ne pourront avoir un lien 
ausal que s'ilssont reliés par un intervalle de genre temps oude genre lumière. On voit apparaître i
i la no-tion d'horizon : un observateur ne peut �voir�que les évènements situés dans et sur son 
�nepassé.Ex. 2.1 :1. Montrer, en utilisant un diagramme espa
e-temps, que pour deux évènements séparéspar un intervalle de genre espa
e :(a) Il existe toujours un repère inertieldans lequel ils sont simultanés.(b) Il n'existe pas de repère inertiel danslequel ils se produisent au même point.2. Montrer, en utilisant un diagramme espa
e-temps, que pour deux évènements séparéspar un intervalle de genre temps :(a) Il existe toujours repère inertiel danslequel ils se produisent au même point.(b) Il n'existe pas de repère inertiel danslequel ils sont simultanés.3. L'existen
e de ta
hyons, parti
ules se dé-plaçant à des vitesses supraluminiques, estin
ompatible ave
 le prin
ipe de 
ausalité.Pour le mettre en éviden
e on 
onsidèredeux repères inertiels R et R′. Le repère
R′ se déplaçant à une vitesse v < c parrapport à R et étant situé en x = x1 à
t = t′ = t0 = 0.Montrer, en utilisant un diagramme espa
e-temps, qu'il est possible pour un signal ta-
hyonique émis en t0 = 0 dans R d'êtrereçu, après ré�exion par un �miroir� dans
R′, en t1 < t0. On indiquera en parti
ulierles axes des repères ainsi que les 
�nes delumière.2.3 Temps propreTout 
e qui a été dit pré
édemment, enparti
ulier au paragraphe 2.1, est égalementvrai pour des quantités in�nitésimales, ainsi7



ds2 = ηµνdxµdxν est un invariant. C'est égale-ment le 
arré de l'élément de �longueur� dansE1,3. Considérons une traje
toire dans E1,3 re-pérée par le ve
teur x et paramétrée par λ,i.e. xµ = xµ(λ). On a :
dxµ =

dxµ(λ)

dλ
dλ. (6)le 
arré de l'élément de longueur s'é
rit don
 :

ds2 = ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ2. (7)On peut alors dé�nir l'intervalle de longueurd'une traje
toire de genre espa
e par :

dl :=

√

−ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ. (8)De même l'intervalle de temps propre pour unetraje
toire de genre temps s'é
rit :

dτ :=

√

ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ. (9)Ce dernier est la durée mesurée par une horlogeliée au référentiel suivant la traje
toire x(λ). Ene�et les 
oordonnées de l'observateur dans sonréférentiel sont toujours (τ,0).Remarquons que pour une parti
ule de massenon-nulle, dont la traje
toire est né
essaire-ment de genre temps, poser λ = τ dans (9)montre que le long de 
ette traje
toire x(τ) ona :

ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 1. (10)Pour une parti
ule de masse nulle, la traje
-toire est toujours de genre lumière, l'intervallede temps propre est nul et on a sur x(λ) :

ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0. (11)Ex. 2.2 : Une parti
ule de temps de vie propre τ estproduite ave
 une vitesse v à l'instant t0 = 0 dansle repère supposé inertiel du laboratoire puis sedésintègre.

1. Pré
iser le problème : repères, données, di-mensions d'espa
e-temps...2. Faire un diagramme espa
e-temps de l'ex-périen
e.3. Cal
uler l'expression de la durée de vie ap-parente de la parti
ule. On posera le 
al
ulmatri
iellement et en 
omposantes.2.4 Covarian
e manifeste des lois dela physique en relativité res-treinteLes objets mathématiques asso
iés à la des-
ription relativiste des phénomènes physiquessont don
 de nature quadridimensionnelle, 
equi né
essite de reformuler dans le 
adre min-kowskien toutes les lois de la physique. De plus,la forme de 
es lois, a priori in
onnue, doitêtre la même dans tous les systèmes d'inertie.La véri�
ation expli
ite du prin
ipe de relati-vité, 
'est-à-dire pratiquement de l'invarian
elors d'un 
hangement de repère inertiel, n'estpas toujours simple. Une formulation permet-tant d'éviter au maximum les véri�
ations ex-pli
ites, i.e. où les propriétés d'invarian
e deslois de la physique sous les transformations deLorentz sont mises en éviden
e, est indispen-sable. Le 
adre naturel de 
ette formulation est
elui des tenseurs (
f paragraphe 7.1).Sur un plan pratique, le 
ritère de tensoria-lité donné au paragraphe 7.1.7 permet d'a�r-mer que si une loi physique s'é
rit X = Y ,où X et Y sont des tenseurs de même type,alors 
ette égalité sera préservée dans un 
han-gement de base, i
i une transformation de Lo-rentz. Une relation de 
e type est dite manifes-tement 
ovariante. Une relation manifestement
ovariante est don
 invariante, la ré
iproque estfausse 
omme le montre la forme tridimension-nelle des équations de Maxwell.Ex. 2.3 : E�et DopplerOn 
onsidère deux repères inertiels Ro et Reayant leurs axes parallèles et de mêmes orien-tations. Le repère Re est animé d'une vitesse
onstante v le long de Oexe. Une onde éle
troma-gnétique plane mono
hromatique est émise dans8



le plan {Oexe, Oeye} de Re, son ve
teur d'onde
ke fait ave
 l'axe Oexe un angle θe. On 
her
heà déterminer la fréquen
e et la dire
tion, dans
Ro, de l'onde observée. On rappelle que les équa-tions de Maxwell dans le vide pour le 4-potentiel
A s'é
rivent :

�Aµ − ∂µ(∂A) = 0.On se pla
era en jauge de Lorenz ∂A = 0 eton é
rira la solution en onde plane mono
hroma-tique :
A(x) = α(k)e−ikx.1. Rappeler les 
ara
téristiques de 
ette solu-tion : équation de dispersion, lien entre k et

α ainsi que les relations reliant les pulsation
ω, fréquen
e ν et le ve
teur d'onde k. En dé-duire qu'il est su�sant d'étudier le 
ompor-tement de k par 
hangement de référentielpour déterminer les grandeurs re
her
hées.2. E
rire, en tenant 
ompte de la question pré-
édente, le ve
teur ke, ainsi que la relationformelle qui le relie à ko.3. Cal
uler expli
itement ko en fon
tion de keet des di�érents paramètres de la transfor-mation. En déduire θo et νo.4. Que 
e passe-t'il pour θo valant 0, π, π/2 ?Comparer au 
as non-relativiste.3 La Gravitation et le prin
iped'équivalen
eLes équations de la mé
anique Newtoniennepostulent, impli
itement, l'équivalen
e entre lamasse inerte mI et la masse grave mG. Lapremière est le �
oe�
ient de réponse� d'un
orps soumis à une for
e extérieure F = mIa,la se
onde est le �
oe�
ient de 
ouplage� du
orps au 
hamp de gravitation, l'analogue dela 
harge pour un 
hamp éle
trique, qui dé-termine la for
e produite sur le 
orps par le
hamp F grav. = mG g. Ces deux masses n'onta priori au
une raison d'être égales. Dans un
hamp de gravitation statique et homogène leprin
ipe fondamental de la dynamique devraits'é
rire : mIa = mG g. L'égalité expérimen-tale des masses inerte et grave 
onduit à éri-ger 
ette égalité en prin
ipe, dont une 
onsé-

quen
e immédiate est l'énon
é quelque peu im-pré
is : �Dans le vide tous les 
orps tombentà la même vitesse�. Un peu plus pré
isément,toujours dans le 
as d'un 
hamp statique ethomogène, �Au
une expérien
e de mé
aniqueinterne ne peut distinguer entre un référentielinertiel et un référentiel en 
hute libre�. Si le
hamp de gravitation est quel
onque 
ette pro-priété n'est vraie que sur des distan
es su�-samment petites et durant des intervalles detemps su�samment 
ourts, autrement dit lo
a-lement dans l'espa
e-temps. On a alors le prin-
ipe d'équivalen
e faible :� En 
haque point de l'espa
e-temps, dansun 
hamp de gravitation quel
onque, il esttoujours possible de 
hoisir un système lo-
alement inertiel tel que toutes les loisde la mé
anique y aient la même formeque dans un système de 
oordonnées 
ar-tésiennes inertiel en l'absen
e de gravité.C'est l'extension de 
e prin
ipe à toutes les loisde la physique qui est à la base de la théorie dela gravitation d'Einstein : la relativité générale.Une formulation pré
ise de 
e prin
ipe est lasuivante7 :� La masse inerte d'un 
orps est égale à samasse grave.� Le résultat de toute expérien
e lo
ale estindépendante de la vitesse de l'appareillagedans un système en 
hute libre.� Le résultat de toute expérien
e lo
ale estindépendante de l'endroit et de l'époque oùelle est réalisée.Deux manières 
ondensées, moins pré
ises mais
ommodes, d'énon
er le prin
ipe d'équivalen
esont : �Il est toujours possible d'annuler lo
a-lement les e�et du 
hamp de gravitation� et�L'espa
e-temps est lo
alement minkowskien�.Examinons un peu plus le prin
ipe d'équiva-len
e dans 
ette dernière formulation. La gravi-tation a, jusqu'à preuve du 
ontraire, une por-7Une introdu
tion à 
et aspe
t très fondamental destest du prin
ipe d'équivalen
e se trouve dans [6℄.9



tée in�nie. Chaque 
orps, y 
ompris les par-ti
ules de masse nulle en raison de l'équiva-len
e masse énergie, est don
 en intera
tiongravitationnelle ave
 les autres 
orps de l'uni-vers. On ne peut don
 jamais s'a�ran
hir de lagravitation. L'observateur inertiel minkowskienn'existe don
 qu'approximativement, i.e. surdes é
helles spatio-temporelles petites devant
elles des variations du 
hamp de gravitation.En 
onséquen
e, le mouvement de 
et obser-vateur minkowskien, représenté par une droitede M1,3, n'existe que lo
alement. Sa traje
toirespatio-temporelle globale, le mouvement le plus�droit� possible, appelé géodésique, est don
une 
ourbe dans un espa
e-temps qui n'est M1,3que lo
alement : l'espa
e, au sens mathéma-tique, de la relativité générale est 
ourbe et �lo-
alement 
omme M1,3�, les observateurs iner-tiels suivent les géodésiques de l'espa
e-temps.3.1 Dé
alage vers le rouge gravita-tionnel.Considérons deux observateurs A et B, si-tués dans le vide, en mouvement uniformémenta

éléré de même a

élération a, portée par ladroite passant par A et B, et de vitesses petitesdevant la vitesse de la lumière. On peut don
rapporter 
es deux observateurs à un référentiel
ommun. L'observateur B, que nous supposonspla
é à une distan
e spatiale l en arrière de A,envoie à t0 un photon de longueur d'onde λemvers A8. L'observateur A reçoit le photon à t1tel que △t = t1− t0 = l/c. En △t la vitesse desdeux observateurs s'est a

rue de △v = a△t.8La situation dé
rite i
i di�ère du 
as usuel où lesdeux observateurs sont animés 
ha
un d'un mouvementde translation uniforme ave
 une di�éren
e de vitesses
△v. Dans 
e 
as, la longueur d'onde mesurée par Aest égale à la longueur d'onde émise augmentée (A et
B s'éloigne l'un de l'autre) de l'a

roissement de dis-tan
e durant l'intervalle de temps séparant l'émissionde deux fronts d'onde 
onsé
utifs, 
'est-à-dire une pé-riode Tem. On a don
 λobs = λem + Tem△v. De la rela-tion λem = cTem on tire : z := λre−λem

λem
= △v

c
.

L'observateur A reçoit don
 le photon à la lon-gueur d'onde λre, ave
 un dé
alage Doppler :
z :=

λre − λem

λem
=

△v

c
=

al

c2
, (12)les deux premières égalités étant la dé�niton de

z et l'expression de l'e�et Doppler usuel (
.f.note 8).Le prin
ipe d'équivalen
e nous a�rme que ledé
alage sera présent si l'a

élération 
onstanteest d'origine gravitationnelle. C'est-à-dire s'ilon imagine les observateurs A et B maintenusimmobiles dans un 
hamp gravitationnel uni-forme de module a. Cet e�et à été véri�é ex-périmentalement par R. Pound et G. Rebka en
1960.Dans le 
as d'un 
hamp quel
onque 
e ré-sultat persiste mais il ne s'obtient plus ave
 laseule utilisation du prin
ipe d'équivalen
e9.3.2 La parti
ule libre dans un 
hampde gravitationExaminons 
omment le prin
ipe d'équiva-len
e se traduit en équations pour le systèmephysique �le plus simple� : une parti
ule libre,
'est-à-dire en 
hute libre dans le 
hamp de gra-vitation. Nous supposerons que 
ette parti
uleest de masse non nulle mais su�samment faiblepour ne pas modi�er le 
hamp de gravitationdans laquelle elle évolue. Elle est appelée pour
ette raison parti
ule test.Le prin
ipe d'équivalen
e implique qu'ilexiste un système de 
oordonnées {xµ′

} parti-
ulier dans lequel les équations du mouvementde la parti
ule ont la même forme que dans unsystème de 
oordonnées 
artésiennes inertiel :
d2xµ′

dτ2
= 0, (13)où l'on a paramétré la traje
toire de la parti-
ule par le temps propre dτ2 = ηµ′ν′dxµ′

dxν′ .9On trouvera une généralisation au 
as d'un 
hampstatique dans [6℄.10



Le passage à un autre référentiel non né
essai-rement inertiel (en rotation, a

éléré,...) s'e�e
-tue en passant à un autre système de 
oordon-nées {xµ}. En notant Jµ′

µ la matri
e ja
obienne,que nous supposons inversible, de passage de
{xµ′

} à {xµ} on a :
dxµ′

dτ
= Jµ′

µ

dxµ

dτ
.En dérivant 
ette relation par rapport à τ eten reportant dans l'équation (13) on a :

Jµ′

µ

d2xµ

dτ2
+

(

d

dτ
Jµ′

µ

)

dxµ

dτ
= 0.En multipliant par Jδ

µ′ et en développant le se-
ond terme, l'équation pré
édente devient :
d2xδ

dτ2
+ Jδ

µ′

(

∂

∂xν
Jµ′

µ

)

dxν

dτ

dxµ

dτ
= 0,soit en
ore en utilisant (93) et le fait que lessymboles de 
onnexion sont nuls pour g = η(110) :

d2xδ

dτ2
+ Γδ

νµ

dxν

dτ

dxµ

dτ
= 0.Dans un système quel
onque l'équation (13)d'une parti
ule libre est don
, 
omme attendu,l'équation des géodésiques (102).Pour une parti
ule de masse nulle on nepeut plus paramétrer la traje
toire par le tempspropre qui est nul. On peut 
hoisir 
omme pa-ramètre λ := x0′ , on a alors la relation (11).On peut alors reprendre les arguments pré
é-dent pour arriver à l'équation des géodésiquesle paramètre λ remplaçant le temps propre τ .Ex. 3.1 :1. Montrer que l'équation des géodésiques estobtenue en faisant varier l'a
tion d'une par-ti
ule libre de masse unité :

S :=

Z τ2

τ1

dτ

r

gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
, (14)
'est-à-dire en déterminant la traje
toire

x(τ ), paramétée par le temps propre, quirend la rend extrémale.

2. Montrer que la variation de l'a
tion :
S :=

Z τ2

τ1

dτ

„

gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ

«

, (15)
onduit au même résultat. En déduireune méthode de 
al
ul des symboles de
onnexion.3. Véri�er que (14) est invariante sous les re-paramétrages λ = aτ + b, a et b étant des
onstantes réelles positives, mais que (15)ne l'est pas.Les géodésiques, qui 
orrespondent de parleur dé�nition en terme de transport parallèleau trajet �le plus droit� (101), apparaissentdon
 également 
omme le 
hemin �le plus
ourt�, au sens du temps propre.3.3 Lien ave
 la gravitation newto-nienneRevenons un instant dans le 
adre de la théo-rie de Newton et 
onsidérons une parti
ule test,de masse unité, en 
hute libre dans un 
hampde gravitation dé
rit par le potentiel Φ, sup-posé statique. Les équations du mouvement de
ette parti
ule sont :
d2x

dt2
= −∇Φ. (16)Dans le 
adre géométrique de la relativité gé-nérale 
ette parti
ule suit une géodésique del'espa
e-temps. Quels sont alors les 
oe�
ientsde 
onnexion qui 
orrespondent au potentiel

Φ ? Pour le voir rappelons qu'en mé
aniquenewtonienne toutes les horloges atta
hées auxparti
ules utilisent le temps absolu, éventuelle-ment ave
 une origine dé
alée et à un fa
teurmultipli
atif près, 
'est-à-dire que le paramé-trage temporel le plus général est : λ = at + b.On peut don
 réé
rire (16) :
d2x

dλ2
+ ∇Φ

( dt

dλ

)2
= 0, ave
 d2t

dλ2
= 0.En 
omposantes, 
ette équation prend laforme :

d2xi

dλ2
+ ∂iΦ

( dt

dλ

)2
= 0, ave
 d2t

dλ2
= 0, (17)11



où l'on à utilisé la relation10 ∂i = δij∂j . Par
omparaison ave
 l'équation des géodésiques(102) on 
onstate qu'il faut poser :
Γi

00 = δij∂jΦ, (18)ave
 tous les autres 
oe�
ients de 
onnexionnuls pour retrouver le 
as newtonien.Ce résultat va nous être utile dans la re-
her
he des équations relativistes du 
hamp degravitation, ainsi que dans la détermination dela solution de S
hwarzs
hild.3.4 Prin
ipe de 
ovarian
e et 
ou-plage minimalL'utilisation faite du prin
ipe d'équivalen
eau paragraphe 3.2 pour déterminer les e�etsdu 
hamp de gravitation, i.e. la forme deséquations en relativité générale, 
omporte deuxétapes : é
rire les équations sous leur formeminkowskienne, puis e�e
tuer un 
hangementde 
oordonnées pour déterminer leur formedans un référentiel quel
onque. Ce 
hangementde 
oordonnées devient vite imprati
able pourdes équations 
omplexes. Cependant, il est pos-sible de s'en a�ran
hir grâ
e à une formulationalternative du prin
ipe d'équivalen
e souventappelée prin
ipe de 
ovarian
e, qui en un sensgénéralise 
ette méthode. Il s'énon
e 
ommesuit11 :1. Les équations restent valables en l'absen
ede gravité, i.e. elles ont leur forme 
ova-riante de la relativité restreinte dès que
g = η et que les symboles de 
onnexionsont nuls.2. Les équations sont 
ovariantes, i.e. ellesgardent la même forme sous un 
hange-ment de 
oordonnées.Cette formulation suggère une pres
riptionsimple pour obtenir la forme d'une équation10Nous somme i
i dans E3, la métrique est δij .11On trouvera une dis
ussion dans [13℄.

en relativité générale à partir de son é
rituretensorielle en relativité restreinte : rempla
erles dérivées par des dérivées 
ovariantes et lamétrique η par g. Cette pres
ription, qui per-met d'in
lure les e�ets de la gravité, 
'est-à-direle 
ouplage au 
hamp de gravitation s'appellele 
ouplage minimal. Par exemple, le premiergroupe d'équations de Maxwell :
∂µFµν = 4πjν ,devient en présen
e de gravité :
∇µFµν = 4πjν .Une di�
ulté 
on
erne les équations faisantintervenir des dérivées 
roisées, puisque à la dif-féren
e de la dérivation ordinaire les dérivées
ovariantes ne 
ommutent pas : [∇µ,∇ν ] 6= 0.De telles équations devront être examinées au
as par 
as.4 Les équations d'EinsteinNous avons vu que le prin
ipe d'équivalen
e
onduisait, au travers d'une interprétation géo-métrique de l'espa
e-temps, à 
onsidérer 
e der-nier 
omme une variété di�érentiable de dimen-sion quatre, lo
alement minkowskienne. Dans
e 
adre le 
hoix d'une théorie métrique etd'une 
onnexion 
ompatible et symétrique dé-
oule d'un argument de simpli
ité. La théo-rie envisagée, 
elle d'Einstein, adopte don
 une
onnexion de Lévi-Civita. La métrique y jouele r�le 
entral : elle permet la détermination detoutes les grandeurs géométriques : symbolesde 
onnexion (110), tenseur de Riemann (115),et
. En 
e sens la métrique �est� le 
hampde gravitation, ou plus pré
isément le potentielgravitationnel. Il semble don
 naturel de pos-tuler l'existen
e d'équations régissant la dyna-mique de 
e 
hamp : les équations d'Einstein.Comme dans beau
oup de situations en phy-sique il n'existe pas de démonstration des équa-tions d'Einstein, elle peuvent êtres obtenues12



par des méthodes di�érentes. Nous suivonsi
i une démar
he phénoménologique qui prendpour point de départ d'une part, l'idée d'Ein-stein que les sour
es du 
hamp de gravitationdéterminent la géométrie de l'espa
e temps et,d'autre part, un �prin
ipe de simpli
ité�.La relation masse énergie E = m, a�rme quetoute forme d'énergie pèse et par 
onséquentest une sour
e du 
hamp. Nous 
her
hons don
une équation du type �géométrie = énergie�.Une 
ontrainte minimale a priori est quel'équation 
her
hée se réduise à la limite newto-nienne, 
hamps faibles et vitesses négligeablesdevant la vitesse de la lumière, à l'équation dePoisson ∆Φ = 4πGρ. La géométrie, est en-tièrement déterminée par le tenseur métrique,le premier membre de l'équation pré
édentedoit don
 être 
onstruit à partir de g. La so-lution la plus simple i
i est d'imposer uneéquation où les dérivées de la métrique sontdu se
ond ordre et apparaissent linéairement,
omme dans l'équation de Poisson. Ce
i sug-gère fortement la présen
e du tenseur de 
our-bure, seul tenseur à posséder 
ette propriété. Lese
ond membre de l'équation, quant à lui, estproportionnel au tenseur énergie-impulsion12
Tµν dont la forme est indéterminée mais quidoit 
ontenir toutes les sour
es : matière et
hamps autres que le 
hamp �géométrique� degravitation. Ce tenseur étant toujours d'ordredeux il en va de même du membre �géomé-trie�, le tenseur de Riemann (d'ordre quatre)est don
 ex
lu mais pas ses 
ontra
tions : le ten-seur de Ri

i et le s
alaire de 
ourbure. L'équa-tion 
her
hée a don
 pour forme :

Kµν = C Tµν , ave

Kµν = ARµν + B Rgµν ,où A,B et C sont des 
onstantes. Ilest raisonnable à 
e stade d'essayer dire
-12Nous n'étudierons pas faute de temps 
et objetpourtant 
ru
ial. Une introdu
tion se trouve dans [6℄et une étude plus poussée dans [13℄.

tement Kµν = Gµν au vu de l'équa-tion (122), 
'est-à-dire de poser A = 1,
B = −(1/2) et, pour déterminer C, d'impo-ser de retrouver l'équation de Poisson à la li-mite des 
hamps faibles pour de la matière non-relativiste.Ex. 4.1 : Dans 
ette limite seule la 
omposante

T00 = ρ, ou ρ est la densité de matière, est nonnulle. En e�et, la sour
e du 
hamp se réduit à lamasse 
e qui 
orrespond bien à une densité d'éner-gie13 ρ. On a don
 :
8

>

<

>

:

G00 = CT00 = Cρ

Gi0 = 0

Gij = 0.1. Montrer la relation Ri
j = 1

2
δi

jR. En dé-duire R = −2R0
0.2. En admettant que g00R0

0 ≫ gi0R
i

0, mon-trer que G00 = 2R00.3. En supposant un potentiel newtonien Φ sta-tique, montrer que G00 = 2∆Φ, en déduire :
C = 8πG.Nous obtenons �nalement les équationsd'Einstein :

Gµν = 8πGTµν . (19)Remarquons que 
omme le membre �géomé-trie� est un tenseur symétrique et 
onserva-tif, il doit don
 en être de même du tenseurénergie impulsion. On a don
 en parti
ulier
∇µT µν = 0.Si dans nos hypothèses nous n'exigeons plusdu membre �géométrie� qu'il ne 
ontienne quedes dérivées du se
ond ordre de la métrique,mais jusqu'au se
ond ordre alors il est possiblede rajouter un terme d'ordre zéro14 Λgµν . Leséquations d'Einstein deviennent alors15 :

Gµν − Λgµν = 8πGTµν , (20)13ρc2, si l'on rétabli les fa
teurs c.14Un terme du premier ordre n'apporterait rien denouveau puisqu'il peut toujours être éliminé lo
alementd'après la 
ondition de 
ompatibilité.15Le signe �−� devant Λ est 
onventionnel.13



Λ étant la 
élèbre 
onstante 
osmologique. Enprésen
e de 
ette 
onstante la limite non-relativiste ne 
onduit plus à l'équation de Pois-son mais, tous 
al
uls fait, à :
∆Φ = 4πGρ − Λ (1 + 2Φ). (21)A
tuellement, les observations 
onduisent àune valeur de Λ non-nulle mais très faible etdon
 
ompatible ave
 (21).Ex. 4.2 : Montrer que dans le �vide�, 
'est-à-direpour un tenseur énergie-impulsion nul T = 0, leséquations d'Einstein (19, 20) se réduisent respe
-tivement à :

Rµν = 0, (22)
Rµν + Λgµν = 0. (23)Les équations d'Einstein permettent a prioride déterminer le 
hamp de gravitation une fois
onnu le 
ontenu en matière/énergie. Cepen-dant, deux points sont à 
onsidérer. En premierlieu, les équations d'Einstein présentent un pro-blème d'invarian
e de jauge analogue à 
eluiren
ontré pour les équations de Maxwell16 :le tenseur d'Einstein Gµν , qui est symétriquedans ses indi
es, possède 10 
omposantes indé-pendantes tout 
omme le tenseur métrique etle tenseur énergie impulsion, mais 
omme lesidentités de Bian
hi imposent que ∇µGµν = 0(
f. 122), soit 4 
ontraintes il ne reste que

10 − 4 = 6 équations indépendantes. Les 4 de-grés de libertés 
orrespondent à la possibilitéd'e�e
tuer un 
hangement de 
oordonnées ar-bitraire. En se
ond lieu, les équations d'Ein-stein sont non-linéaires 
ar elles in
luent dansle membre géométrie le 
ouplage du 
hampave
 lui même.Du fait de la 
omplexité de 
es équations lenombre de solutions analytiques 
onnues est as-sez limité, même numériquement de nombreux16Rappelons que pour Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, les équa-tions de Maxwell se ramènent à : �Aµ − ∂µ(∂A) = jµ,le ve
teur j désignant le 4-
ourant. On a
∂µ (�Aµ − ∂µ(∂A)) = 0, 
e qui laisse 4 − 1 = 3équations pour les quartes 
omposantes Aµ. Le degréde liberté 
orrespond à l'invarian
e de jauge du 
hamp
A.

problèmes subsistent. Par 
han
e 
ertaines so-lutions parmis le �plus simples� présentent unintérêt majeur (
.f. se
tions 5 et 6 en parti
u-lier) et nombre de situations intéressantes sonta

essibles par des approximations.5 Le 
hamp statique isotropeNous nous intéressons dans 
ette se
tion au
hamp de gravitation statique a symétrie sphé-rique. C'est à dire invariant par les rotationsspatiales autour d'un point �xe. On 
hoisit ha-bituellement 
e point 
omme le 
entre d'unsystème de 
oordonnées minkowskiennes 
ar-tésiennes {xµ} ou (spatialement) sphériques
{x0, r, θ, ϕ}. Ce 
hamp est le pendant relati-viste du 
hamp 
entral newtonien, 
'est don
en première approximation 
elui d'une planète,d'une étoile, d'un trou noir, ... Il est don
 trèsimportant dans les appli
ations.5.1 Forme générale de la métriquestatique isotropeLa forme générale de la métrique pour 
e
hamp est don
 invariante sous les rotationsspatiales, en 
onséquen
e le 
arré de l'élémentde longueur ne peut être 
onstruit que sur desquantités elles aussi invariantes : dt2, dr2, dtdret r2dΩ2, où r2dΩ2 = r2(dθ2 +sin2 θdϕ2) est le
arré de l'élément de surfa
e de la 2-sphère et
t = x0. On peut don
 poser17 :
dτ2 = A(r)dt2 − B(r)dr2 − 2C(r)drdt−

− D(r)r2dΩ2,
(24)où les fon
tions A,B,C et D sont indétermi-nées mais ne dépendent que du module durayon r. Le prin
ipe de 
ovarian
e nous per-met d'e�e
tuer tous les 
hangements de 
oor-données respe
tant les symétries. On peut ainsi17Il est possible de démontrer rigoureusement 
etterelation. Il faut pour 
ela pré
iser la notion symétrie surune variété grâ
e aux ve
teurs de Killing. Cette notionest introduite en parti
ulier dans [2℄.14



s'a�ran
hir du terme non-diagonal en drdt etramener le 
oe�
ient de la partie angulaire àl'unité. En renommant les fon
tions on aboutitalors à la forme standard du 
arré de l'élémentde longueur :
dτ2 = A(r)dt2 − B(r)dr2 − r2dΩ2. (25)Les 
omposantes non-nulles de la métrique sontdon
 :

gtt = A(r), grr = −B(r),

gθθ = −r2, gϕϕ = −r2 sin2 θ.Ex. 5.1 :1. Montrer qu'en posant t′ := t + f(r) dans(24) et en 
hoisissant 
onvenablement lafon
tion f on peut éliminer le 
oe�
ient de
drdt.2. De manière analogue montrer que poser
r′2 := D(r)r2 dans l'expression obtenue
onduit à redé�nir le 
oe�
ient de dr2.La métrique étant 
onnue les symboles de
onnexion et les 
omposantes du tenseur deRi

i en dé
oulent. On a en utilisant (111-114)puisque g est diagonale :

Γt
tr =

1

2

A

A

′

,

Γr
rr =

1

2

B

B

′

, Γr
tt =

1

2

A

B

′

,

Γr
θθ = −

r

B
, Γr

ϕϕ = −
r

B
sin2 θ,

Γθ
θr =

1

r
,

Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ,

Γϕ
ϕr =

1

r
, Γϕ

ϕθ = 
otgθ,les autres symboles sont nuls. Le prime ′ dé-signe la dérivation par rapport à r. Les 
om-posantes du tenseur de Ri

i se 
al
ulent via

(103) on obtient :
Rtt = +

1

2

A

B

′′

+
1

r

A

B

′

−
1

4

A

B

′(A

A

′

+
B

B

′)

,(26)
Rrr = −

1

2

A

A

′′

+
1

r

B

B

′

+
1

4

A

A

′(A

A

′

+
B

B

′)

,(27)
Rθθ = 1 −

r

2B

(A

A

′

−
B

B

′)

−
1

B
, (28)

Rϕϕ = sin2 θ Rθθ, (29)
Rµν = 0 si µ 6= ν. (30)5.2 La solution de S
hwarzs
hildExaminons, à présent, 
omment la métriquestatique isotrope obtenue pré
édemment peut
onstituer une solution des équations d'Ein-stein. Elle s'interprète 
omme le 
hamp de gra-vitation produit à l'extérieur d'une sour
e 
en-trale d'extension �nie. Les équations d'Einsteinse réduisent don
 à annuler le tenseur de Ri

i(22). Les 
onditions aux limites proviennent dela dé
roissan
e du 
hamp ave
 la distan
e spa-tiale à la sour
e, qui impose de retrouver unespa
e minkowskien à l'in�ni, i.e. que les fon
-tions A(r) et B(r) tendent vers 1 dans 
ettelimite.Remarquons tout d'abord que les expressions(26) et (27) de Rtt et Rrr donnent :

Rtt

A
+

Rrr

B
=

1

r

(

B ′

B2
+

A ′

AB

)

,soit en
ore puisque Rµν = 0,
B

B

′

+
A

A

′

= 0,
e qui impose, 
ompte tenu des 
onditions auxlimites,
AB = 1.Les équations d'Einstein se réduisent don
 à :







A′′ + 2
A

r

′

= 0, (Rtt = 0),

rA′ + A − 1 = 0, (Rrr = 0, Rθθ = 0).15



La se
onde équation de 
e système se réé
rit
(rA)′ = 1, qui s'intègre pour donner :

A(r) = 1 +
K

r
, .où K est la 
onstante d'intégration. On vé-ri�e que 
ette expression est bien 
ompatibleave
 la première des équations du systèmepré
édent. Pour déterminer la 
onstante Kon examine la limite newtonienne. Commenous l'avons vu au paragraphe 3.3, les sym-boles de 
onnexion non-nuls, sont donnésdans 
ette limite par (18). Par ailleurs, l'ap-proximation newtonienne implique des 
hampsfaibles, 
'est-à-dire tels que g = η + h, ou hest une perturbation i
i indépendante dutemps, pré
isément |hµν | << 1 et ∂thµν = 0.En portant 
ette expression de la métriquedans l'équation (110) donnant les symboles de
onnexion on obtient :

Γi
00 =

1

2
δij∂jh00. (31)En rétablissant la notation 0 → t et en 
ompa-rant à (18), on obtient : htt = 2Φ. Soit en
ore :

gtt = A(r) ≃ 1 + 2Φ.L'expression d'un potentiel 
entral newtonien,pour une distribution de masses M , étant :
Φ(r) = −GM

r
, on en déduit la 
onstante

K = −2GM . Finalement la métrique du
hamp statique isotrope dans le vide solutiondes équations d'Einstein est donnée par :
dτ2 =

(

1 −
2GM

r

)

dt2 −

(

1 −
2GM

r

)−1

dr2−

− r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (32)Cette métrique est historiquement la pre-mière des solutions exa
tes des équationsd'Einstein, elle a été dé
ouverte en 1916 parK. S
hwarzs
hild et a joué un r�le important

dans les tests de la relativité générale : dé-�exion des rayons lumineux et avan
e du pé-rihélie de Mer
ure.On peut remarquer que la valeur parti
ulièrede r = RG := 2GM , appelée rayon de S
hwarz-s
hild ou rayon gravitationnel, rend le se
ondterme de (32) singulier. En fait, 
ette singu-larité provient du système de 
oordonnées etne 
orrespond pas à un 
omportement singu-lier du tenseur de 
ourbure18. En revan
he, la
3-surfa
e dé�nie par r = RG sépare l'espa
e endeux régions, et on peut montrer qu'au
un évè-nement pour lequel r < RG ne peut in�uen
erla région située en r > RG. Pour 
ette raison,la 3-surfa
e dé�nie par r = RG est appelée unhorizon d'évènements. Une 
onséquen
e astro-physique est que si le rayon d'un astre est infé-rieur à son rayon de S
hwarzs
hild au
un pho-ton ne peut s'en é
happer, d'où la terminologiede trou noir de S
hwarzs
hild. En fait, seules
ertaines étoiles en �n d'évolution sont dans 
e
as, pour les autres, le rayon de l'étoile est su-périeur à son rayon gravitationnel et 
omme lasolution de S
hwarzs
hild n'est valide que dansle vide, RG n'est asso
ié à au
un phénomènephysique parti
ulier dans 
e 
as.Une dernière remarque est qu'il est possiblede montrer19 que la solution de S
hwarzs
hildest l'unique solution isotrope dans le vide. Au-trement dit un 
hamp de gravitation à symétriesphérique dans le vide est toujours statique. Cerésultat 
onstitue le théorème de Birkho�.Ex. 5.2 : Nous esquissons dans 
et exer
i
e l'étudedes traje
toires possibles dans un 
hamp 
entralstatique.1. Pourquoi peut on �xer θ = π

2
sans perte degénéralité ?2. E
rire l'équation des géodésiques x(λ) dans
e 
as. On utilisera un paramétrage (λ) per-mettant de 
onsidérer le 
as masse nulle.3. Déduire des équations pour t et ϕ deux
onstantes du mouvement, 
'est à dire des18On pourra 
onsulter [2℄ pour une dis
ussion de 
epoint.19Une démonstration se trouve dans la référen
e [13℄.16



fon
tions f telles que df

dλ
= 0, que l'on no-tera E et J respe
tivement.4. En utilisant le fait que ẋ2(λ) est 
onstantle long d'une géodésique, montrer que l'onpeut é
rire :

1

2

„

dr

dλ

«2

+ Veff (r) =
E

2

2

,où Veff (r) est un potentiel �e�e
tif� quel'on pré
isera.5. Tra
er approximativement Veff (r) et 
om-parer au 
as newtonien 
orrespondant.6 Relativité générale et 
osmo-logieQuelle est la stru
ture de notre univers ? Dupoint de vue de la relativité générale 
'est unevariété quadridimensionnelle M dont la géomé-trie est reliée à son 
ontenu énergétique par leséquations d'Einstein. Ces équations permettentd'en dé
rire la dynamique une fois 
onnus lamétrique, le tenseur énergie-impulsion et la
onstante 
osmologique.Les observations montrent qu'à grandeé
helle (au-delà de ∼ 100 Mp
) l'univers esttrès raisonnablement homogène et isotrope. A
es é
helles, les galaxies20 sont des objets pon
-tuels et la répartition des autres 
onstituants(gaz, 
hamps magnétiques et
...) permet de
onsidérer la matière 
omme un �uide. On adon
 une approximation de la forme généraledu tenseur énergie-impulsion : 
elui d'un �uidehomogène et isotrope.Ces observations 
onfortent, par ailleurs,l'adoption du prin
ipe 
osmologique qui stipulequ'au
un observateur n'o

upe de position pri-vilégiée dans l'univers. Comme nous allons levoir, 
e prin
ipe fournit les 
ontraintes né
es-saires à la détermination de la métrique. La
onstante 
osmologique doit, quant à elle, êtremesurée.20Leur dimension 
ara
téristique est ∼ 10kpc.

D'autres observations jouent un r�le majeurdans les 
ontraintes à imposer aux modèles 
os-mologiques, 
e sont prin
ipalement :� La ré
ession des galaxies, observée pour lapremière fois par E. Hubble en 1929. Lesgalaxies s'éloignent de notre Galaxie d'au-tant plus rapidement que leur distan
e estélevée. Ce phénomène est à présent attri-bué à l'expansion de l'univers.� L'existen
e d'un rayonnement de fond 
os-mologique. Dé
ouvert par A. Penzias et R.Wilson en 1965, son spe
tre de 
orps noirà 2.7 K à été observé dans son entier pourla première fois par le satellite COBE audébut des années 1990. Ce rayonnement,prédit par les modèles de �big bang� estinterprété 
omme la tra
e du dé
ouplagerayonnement/matière au �début� de l'his-toire de l'univers.� L'abondan
e de divers éléments légers,prin
ipalement l'hydrogène, l'hélium et lelithium. Presque tous les éléments sontproduits par les étoiles, 
ependant les élé-ments légers sont trop abondants pour êtreuniquement d'origine stellaire. Les mo-dèles de �big bang� a
tuels sont en bona

ord ave
 les observations.Nous utiliserons uniquement le premier de
es résultats qui se traduit entre autres par uneaugmentation, à l'époque a
tuelle, du fa
teurd'é
helle a dé�ni au paragraphe 6.2.6.1 Conséquen
es du prin
ipe 
os-mologiqueDire que l'univers est homogène signi�e, enparti
ulier, que la densité est la même partoutà un instant donné. Une telle notion n'a, apriori, pas de sens en relativité générale puis-qu'il n'existe pas de repère inertiel global. Ainsile prin
ipe 
osmologique implique né
essaire-ment la dé�nition un temps universel. A unevaleur de la densité 
orrespond un instant, letemps 
osmologique est en 
e sens dé�nit par17



la densité. Cela se traduit par le fait qu'il esttoujours possible de dé
omposer lo
alement lavariété d'espa
e-temps M en un produit partiespatiale, partie temporelle : V3×R. Cela revientà 
onsidérer un ensemble de variétés spatiales :une à 
haque instant. La métrique peut don
se mettre sous la forme générale :
ds2 = dt2 − dξ2(t),

dξ2 étant la métrique de la partie spatiale. La
oordonnée t est le temps propre d'un observa-teur fondamental dont la ligne d'univers est,par dé�nition, orthogonale aux variétés spa-tiales V3. Un tel observateur est, par dé�ni-tion, en mouvement ave
 le �uide 
osmolo-gique, 
'est-à-dire �en 
hute libre dans l'uni-vers�.Nous pouvons, à présent, pré
iser la notiond'isotropie 
ontenue dans le prin
ipe 
osmolo-gique : pour un observateur fondamental quel-
onque V3 est isotrope à 
haque instant. Cettenotion d'isotropie quelque soit la position, im-plique en fait l'homogénéité. Pour le voir 
onsi-dérons à un instant �xé t une variété spatiale V3et un premier observateur situé en un point Ode V3, l'isotropie impose que la densité ρ ne dé-pende que de la distan
e à O : sur une sphèrede rayon r, 
entrée en O, la densité est ρ(r).La même 
onstatation vaut pour un observa-teur situé en un autre point O′, 
et observateurpeut 
onsidérer un sphère de rayon r′ su�sam-ment grand pour que les deux sphères aient uneinterse
tion. Sur l'interse
tion on a né
essaire-ment ρ(r) = ρ(r′) don
 également sur 
ha
unedes sphères. Cette 
onstru
tion peut être éten-due à toute la variété spatiale, �nalement ρ est
onstant sur V3.6.2 La métrique de Robertson-WalkerL'isotropie a une autre 
onséquen
e impor-tante : les distan
es sur les variétés spatiales ne

peuvent varier que d'un fa
teur d'é
helle 
om-mun a(t). En e�et, si l'on 
onsidère trois ob-servateurs fondamentaux situés aux sommetsd'un triangle sur une variété spatiale à un ins-tant t, ils seront toujours aux sommets d'untriangle à un instant t′ les deux triangles de-vant être semblables en raison de l'isotropie. Lamétrique spatiale s'é
rit don
 né
essairement
dξ2(t) = a2(t)dσ2, où dσ2 ne dépend pas dutemps t. Pour pré
iser dσ2 introduisons sur sur
V3 un système de 
oordonnées (x1, x2, x3), dites
omobiles, dans lequel les observateurs fonda-mentaux on des positions 
onstantes au 
oursdu temps. Dans un tel système on a :

dσ2 = γijdxidxj , (33)où γ désigne la métrique sur V3.On peut montrer21 que la métrique spatialehomogène et isotrope la plus générale s'é
rit :
dσ2 =

1
(

1 + 1
4kr′2

)2 δij dxidxj , (34)ave
 r′ =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 et k = 0,±1.En posant su

essivement :










x1 = r′ sin θ cos ϕ

x2 = r′ sin θ sinϕ

x3 = r′ cos θ,puis
r =

r′

1 + 1
4kr′2

, (35)on obtient :
dξ2 = a2(t)

( dr2

1 − kr2
+ r2

(

dθ2 + sin2 θ dϕ2
)

)

.(36)Cette métrique spatiale regroupe trois 
as dis-tin
ts :21Comme pour la métrique statique isotrope, la dé-monstration s'e�e
tue en utilisant la notion de ve
teurde Killing. On pourra 
onsulter [2℄ et [13℄.18



k = 0 : univers spatialement plat de volumein�ni.k = +1 : univers de 
ourbure spatiale posi-tive de volume �ni.k = -1 : univers de 
ourbure spatiale néga-tive de volume in�ni.Ex. 6.1 :k = 0 : Montrer que 
e 
as 
orrespond à l'espa
eE3. Quelle est la distan
e entre deux points ?quel est le volume de 
et espa
e ?k = +1 : On se propose de montrer que 
e 
as
orrespond à une sphère à trois dimensions(une 3-sphère). On 
onsidère l'espa
e Eu-
lidien à quatre dimensions. Les 
oordon-nées 
artésiennes orthogonales sont notées
(w, x, y, z).1. Quelle est la métrique de 
et espa
e ?2. Quelle est l'équation d'une 3-sphère derayon R dans 
et espa
e ?3. Montrer que la 3-surfa
e dé�nie par lesystème paramétrique suivant est une3-sphère :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

w = R cosψ

x = R sinψ sin θ cosϕ

y = R sinψ sin θ sinϕ

z = R sinψ cos θ

(37)ave
 0 6 ψ 6 π, 0 6 θ 6 π et 0 6 ϕ 6

2π.4. Cal
uler la métrique sur 
ette 3-sphère, montrer qu'elle est égale à (36)si l'on pose sinψ = r.k = -1 : Ce 
as 
orrespond à un hyperboloïdedans un espa
e de Minkowski22 L'équationd'une telle surfa
e est :
w2 − x2 − y2 − z2 = R2 (38)Nous allons pro
éder de manière analogueau 
as k = +1.1. Montrer que la 3-surfa
e dé�nie par lesystème paramétrique suivant satisfait(38) :
8

>

>

>

<

>

>

>

:

w = R
hψ
x = Rshψ sin θ cosϕ

y = Rshψ sin θ sinϕ

z = Rshψ cos θ

(39)22Cet espa
e joue i
i le même r�le que l'espa
e Eu
li-dien E3 pour la 2-sphère ordinaire : il sert à �visualiser�la surfa
e, 
'est 
e que l'on appelle un espa
e de plon-gement. Il n'a pas de signi�
ation physique.

ave
 0 6 ψ 6 +∞, 0 6 θ 6 π et 0 6

ϕ 6 2π.2. Cal
uler la métrique sur 
et hyperbo-loïde, montrer qu'elle est égale à (36)si l'on pose shψ = r.3. Montrer que le volume de 
et espa
eest in�ni.Finalement, la métrique la plus généralepour un univers homogène et isotrope, la mé-trique de Robertson-Walker, s'é
rit :
ds2 = dt2−

a2(t)
( dr2

1 − kr2
+ r2

(

dθ2 + sin2 θ dϕ2
)

)

,
(40)6.3 Le tenseur énergie-impulsionPour établir la dynamique de l'univers ho-mogène et isotrope il nous faut, hormis la mé-trique, le tenseur énergie-impulsion T . Commenous l'avons vu au début de 
ette se
tion l'ap-proximation d'un �uide homogène et isotropeest valable aux grandes é
helles auxquelles nousnous intéressons. Nous ferons l'hypothèse du�uide parfait, 
'est-à-dire sans phénomène detransport. Son expression minkowskienne sousforme matri
ielle dans un référentiel au reposest T µν = diag(ρ, p, p, p), où ρ représente ladensité d'énergie23 et p la pression. On peutmontrer que 
ette expression se généralise à :

T µν = (ρ + p)uµuν − p gµν , (41)où u est la quadrivitesse de la matière.6.4 Modèles d'universLa métrique de Robertson-Walker et le ten-seur énergie-impulsion permettent de réé
rireles équations d'Einstein sous la forme :
ȧ2 −

(

8πG
ρ

3
+

1

3
Λ

)

a2 + k = 0 (42)
2aä + ȧ2 +

(

8πGp − Λ
)

a2 + k = 0 (43)23Il est d'usage en 
osmologie d'utiliser la notation ρ(ρc2 dans un systeme ou c 6= 1) pour la denstité d'éner-gie.19



L'obtention de 
es équations passe par le 
al-
ul, dire
t mais fastidieux, des 
omposantes de
gµν , des symboles de Christo�el, des 
ompo-santes du tenseur de Ri

i et du s
alaire de
ourbure. Si l'on adjoint à (42- 43) une équa-tion d'état p = p(ρ) on peut, en prin
ipe, ob-tenir p(t), ρ(t) et le fa
teur d'é
helle a(t).Ces modèles se divisent en deux 
lasses :
eux pour lesquels Λ = 0 appelés modèlesde Friedmann et 
eux ave
 Λ 6= 0 appelésparfois modèles de Friedmann-Lemaître. Unaperçu des modèles de Friedmann est donnédans l'exer
i
e 
i-dessous. Une de leurs 
ara
-téristiques 
ommune est l'existen
e d'une ori-gine des temps, i.e. un temps tx pour lequel
a = 0. On 
hoisit 
et instant 
omme origine destemps de sorte que a(0) = 0. Cela ne signi�epas que l'univers ait réellement une origine, laphysique 
onnue n'étant 
ertainement plus va-lable pour des t su�samment faibles, mais four-nit une é
helle de temps 
ommode. Une phrase
omme : �n minutes après le big bang� se rap-porte à un modèle (où une 
lasse de modèles)parti
ulier.Ex. 6.2 : Nous nous plaçons i
i dans le 
as Λ = 0.Nous supposons de plus que p+

ρ

3
> 0.1. Montrer que les équations (42- 43) se ré-é
rivent :

(

ȧ2 − κρa2 + k = 0

ä+ 3
2
κ(p+ 1

3
ρ)a = 0

(44)ave
 κ =
8πG

3
.2. Montrer que a(t) a sa 
on
avité tournée versles t > 0.3. Montrer à partir de (44) que l'on a :

ρ̇+ 3(p+ ρ)
ȧ

a
= 0. (45)En déduire :

d

da
(ρa3) = −3pa2 (46)4. Que devient la première des équations (44)pour t→ +∞ dans les 
as k = −1 et k = 0 ?En déduire la forme de a(t) dans 
ha
un de
es 
as, 
ommenter.

5. Montrer que pour k = +1 il existe un tm telque ȧ(tm) = 0. En déduire la forme de a(t),
ommenter.L'observation des supernovae très lointaines(à haut �redshift� z & 1) en 1998 par deuxéquipes indépendantes (�Supernovae Sear
hTeam� et �Supernovae Cosmology Proje
t�) adonné une forte indi
ation en faveur des mo-dèles à 
onstante 
osmologique non-nulle.Le prin
ipe de 
es observations repose surle fait que les supernovae en question sont detype I. Le type d'une supernovae est asso
ié àla présen
e ou non dans son spe
tre de 
ertainséléments. Dans les supernovae de type I lesraies de l'hydrogène sont absentes. Cette 
las-si�
ation observationelle re
ouvre deux me
a-nismes physiques di�érent 
orrespondants auxtypes SN-I et SN-II, SN-III respe
tivement. LesSN-I sont en fait des système binaires 
ompre-nant une naine blan
he au voisinage de la massede Chandrasekar (∼ 1.4 M⊙), 
'est-à-dire uneétoile où la gravitation est 
ompensée par lapression de dégénéres
en
e des éle
trons, et uneétoile 
ompagnon. Dans 
es systèmes, la naineblan
he a

rète la matière de l'étoile 
ompa-gnon jusqu'a dé
len
her sa propre explosion. Lamasse à l'explosion étant voisine de la masse deChandrasekar on peut en déduire la luminositéintrinsèque de l'étoile24 et don
 sa distan
e, quidépend du modèle d'univers utilisé.Depuis lors d'autres types observations ontété e�e
tuées et les résultats, dans leur en-semble ex
luent, ave
 une bonne �abilité, le
as Λ = 0. Conséquemment, les modèles deFriedmann purs ne sont plus valables et doiventêtre rempla
és par les modèles type Friedmann-Lemaître. Dans 
es derniers la dynamique de-vient plus 
omplexe, il existe en parti
ulier desmodèles où a(t) est toujours positif (pas d'ori-gine des temps). Par ailleurs, l'e�et du termeen Λ est de produire une expansion a

élérée.24Ce type d'objet astrophysique dont la luminositéintrinsèque peut être déterminé théoriquement es ap-pelé 
handelle standard (�standard 
andle�).20



Le point important i
i est 
ertainementle problème posé par la signi�
ation de la
onstante 
osmologique Λ. L'alternative apriori la plus simple est que la 
onstante 
osmo-logique soit une nouvelle 
onstante fondamen-tale. Cela motive une part des observations a
-tuelles qui visent à mettre en eviden
e d'éven-tuelles variations de Λ. Une autre interpréta-tion 
ouramment envisagée est obtenue en dé-plaçant le terme gµνΛ du membre �géométrie�au membre �énergie� des équations d'Einstein
e qui s'é
rit :
Gµν = 8πGT µν + Λgµν . (47)Comme toute la densité d'énergie �matérielle�est 
ontenue dans le terme T µν le terme Λgµνest don
 interprété 
omme la densité d'énergiedu vide. Dans 
e 
as l'interprétation en termede ��uide� pose le problème de son équationd'état, 
ette 
omposante ayant une pression né-gative. De plus, la valeur a
tuellement déduitedes observations pour 
ette densité d'énergiesemble in
ompatible ave
 l'estimation prove-nant des théories quantiques dé
rivant les par-ti
ules et leurs intera
tions : elle est au mieuxsoixante ordres de grandeur plus élevée ! Uneautre possibilité, est que la des
ription utilisée,i.e. la relativité générale ne soit en fait pas va-lable...En l'absen
e d'indi
ations déterminantes sursa nature, l'énergie asso
iée à la �
onstante�
osmologique est appelée énergie sombre(�dark energy�). La valeur a
tuelle de Λ in-dique qu'elle 
onstitue plus de 75% de l'énergiede l'univers ! Le reste étant 
omposé majoritai-rement de matière sombre, i.e. dont on déte
teles e�ets mais qui n'est pas dire
tement obser-vée et dont la nature est pour une large partin
onnue, et de �tra
es� de matière visible : lesétoiles su�samment brillantes.

7 Formalisme7.1 Rappels de formalisme tensoriel7.1.1 NotationsSauf mention expli
ite, E,E1,E2, . . ., dési-gnent des espa
es ve
toriels de dimension �-nie n sur R. L'ensemble de ve
teurs {eµ} (resp.
{eµi

}), désigne une base de E (resp. Ei).
x, x1, . . . et ω, ω1, . . ., désignent respe
tive-ment des ve
teurs de E, E1, . . . et des formeslinéaires de E∗, E∗

1, . . ..7.1.2 Composantes des ve
teurs et desformes linéaires, base dualeOn 
onsidère le dual E∗ de E, 
'est-à-direl'ensemble des appli
ations (ou formes) li-néaires à valeurs s
alaires sur E. L'espa
e E∗est muni d'une stru
ture d'espa
e ve
toriel sur
R. L'addition et la multipli
ation par un s
a-laire étant dé�nies par :
∀ω1, ω2 ∈ E∗,∀x ∈ E,

(ω1 + ω2)(x) = ω1(x) + ω2(x),

∀ω ∈ E∗,∀x ∈ E,∀λ ∈ R, (λω)(x) = λω(x).Soit e∗µ l'appli
ation de E dans R dé�nie par :
∀ x ∈ E, e∗µ(x) := xµ. (48)

e∗µ est une forme linéaire sur E.� En e�et : soient x, y ∈ E, α, β ∈ R. On pose
z = αx + βy. On a su

essivement :

zµ = αxµ + βyµ

e∗µ(z) = αe∗µ(x) + βe∗µ(y)

e∗µ(αxµ + βyµ) = αe∗µ(x) + βe∗µ(y).On a en parti
ulier :
e∗µ(x) = e∗µ(xνeν) = xνe∗µ(eν),
e qui montre par 
omparaison ave
 (48) que

e∗µ(eν) = δµ
ν . (49)21



Pour une forme ω quel
onque de E∗ on a :
ω(x) = ω(xµeµ) = ω(eµ)xµ = ω(eµ) e∗µ(x).On pose ωµ := ω(eµ), on a don
 :

ω = ωµ e∗µ. (50)Toute forme linéaire ω se développe don
 surles e∗µ de plus 
ette dé
omposition est unique.� Si ω = ω′

µ e
∗µ on a d'une part ω(eν) = ω′(eµ)δµ

νet d'autre part ω(eν) = ω(eµ)δµ
ν d'où ωµ = ω′

µ.Don
 {e∗µ} est une base de E∗, dite base dualede {eµ} en raison de (49). Les quantités ωµ sontles 
omposantes de la forme linéaire ω dans labase {e∗µ}.L'a
tion d'une forme linéaire25 ω sur un ve
-teur x est don
 
al
ulée à partir de leurs 
om-posantes par :
ω(x) = ωµxµ.7.1.3 Les ve
teurs en tant que formes,bidualL'ensemble des formes linéaires sur E∗, le bi-dual de E, est aussi un espa
e ve
toriel sur R,noté E∗∗. On peux montrer que les deux espa
esE et E∗∗ sont isomorphes.� L'addition et la multipli
ation par un s
alaire sontdé�nies par : ∀x∗∗, y∗∗ ∈ E∗∗,∀ω ∈ E∗, ∀λ ∈ R,

(x∗∗ + y∗∗)(ω) = x∗∗(ω) + y∗∗(ω),

(λx∗∗)(ω) = λx∗∗(ω).Soit f l'appli
ation de E dans E∗∗ telle que f(x) =
x∗∗ ave
 ∀ω ∈ E∗, x∗∗(ω) = ω(x). L'appli
ation fest un isomorphisme :
f est linéaire : ∀x, y ∈ E,∀ω ∈ E∗,∀α, β ∈ R

(αx+ βy)∗∗(ω) = ω(αx+ βy)

= αω(x) + βω(y)

= αx∗∗(ω) + βy∗∗(ω)

f est bije
tive : On a f(eµ) = e∗∗µ ave
 ∀ω ∈E∗, e∗∗µ (ω) = ω(eµ). En parti
ulier pour ω =
e∗ν , i.e. e∗∗µ (e∗ν) = e∗ν(eµ) = δν

µ, don

{e∗∗µ } est la base duale de {e∗µ}.25Cette a
tion est fréquemment notée 〈ω, x〉. Ce pro-duit est di�érent du produit s
alaire, dé�nit entre deuxve
teurs.

On 
onvient don
 d'identi�er les éléments deE∗∗ à 
eux de E, 
e qui 
orrespond pour 
e quiest des notations à supprimer les ∗∗.7.1.4 Appli
ations multilinéaires, ten-seurs, 
hamps de tenseursUne appli
ation f de E1×E2×· · ·×En dans Rest multilinéaire ssi elle est linéaire en 
ha
unede ses variables. Nous allons nous intéresser àun 
as parti
ulier d'appli
ations multilinéairestrès importantes en physique : les tenseurs.Un tenseur p fois 
ovariant et q fois 
ontra-variant 26, on dit en
ore de type (p

q

) est uneappli
ation multilinéaire de (E∗)p ×Eq dans R.Le nombre p + q est l'ordre du tenseur.En parti
ulier les tenseurs de type (0

0

), (0

1

) et
(1

0

) s'identi�ent respe
tivement aux s
alaires,aux formes linéaires et aux ve
teurs. Le premierde 
es tenseurs est d'ordre 0 alors que se
ondet le troisième sont du premier ordre.La notion de 
hamp de tenseurs est dé�niede manière analogue à 
elle de 
hamp de ve
-teurs : les 
omposantes dépendent de la �po-sition� dans l'espa
e 
onsidéré. Remarquonsqu'un 
hamp s
alaire n'est autre qu'une fon
-tion de la �position�.Les 
omposantes de l'appli
ation multili-néaire f de E1 × E2 × · · · × En dans R, parrapport aux bases {eµi
}, sont les nombres

fµ1···µn = f(eµ1 , . . . , eµn), (51)pour un tenseur T de type (p

q

) 
ette expressiondevient27 :
T

µ1···µp
ν1···νq = T (e∗µ1 , . . . , e∗µp , eν1 , . . . , eνq).(52)7.1.5 Opérations sur les tenseursLes opérations sur les tenseurs sont des 
asparti
uliers d'opérations sur les appli
ations26La raison de 
ette terminologie est donnée 
i-après.27On veillera à respe
ter dans 
ette expression la po-sition (dé
alée) des indi
es.22



multilinéaires, nous nous restreindrons néan-moins au 
as tensoriel a�n d'alléger l'exposé.-Combinaisons linéaires :
αT1 + βT2, où T1 et T2 sont des tenseursde même type (p

q

), α, β des s
alaires, estun tenseur dé�ni par :
(αT1 + βT2)(ω1, . . . , ωp, x1, . . . , xq) =

αT1(ω1, . . . , ωp, x1, . . . , xq) +

βT2(ω1, . . . , ωp, x1, . . . , xq),ses 
omposantes sont :
(αT1 + βT2)

µ1···µp
ν1···νq =

αT
µ1···µp

1 ν1···νq
+ βT

µ1···µp

2 ν1···νq-Produit tensoriel :Le tenseur (T1 ⊗T2) noté également T1T2,où T1 et T2 sont des tenseurs de type (p

q

) et
(r

s

) respe
tivement, est un tenseur de type
(p+r

q+s

) dé�ni par :
(T1 ⊗ T2)(ω1, . . . , ωp, x1, . . . , xq,

ωp+1, . . . , ωp+r, xq+1, . . . , xq+s) =

T1(ω1, . . . , ωp, x1, . . . , xq)

T2(ωp+1, . . . , ωp+r, xq+1, . . . , xq+r),ses 
omposantes sont :
(T1 ⊗ T2)

µ1···µp
ν1···νq

µp+1···µp+r
νq+1···νq+s

= T
µ1···µp

1 ν1···νq
T

µp+1···µp+r

2 νq+1···νq+s-Contra
tion :A partir d'un tenseur de type (p

q

), p >

1, q > 1, il est possible de former destenseurs d'ordres plus petits en sommantsur une ou plusieurs paires d'indi
es 
o-variants/
ontravrariants. Cette opérationest appellée 
ontra
tion. Par exemple :� si T est un tenseur de type (3

1

) de
omposantes T µνδ
α, on peut former par
ontra
tion trois tenseurs di�érents de
omposantes T µνδ
µ, T µνδ

ν , T µνδ
δ.� si T1 et T2 sont deux tenseurs de types

(1

2

) et (3

0

) l'objet de 
omposantes T µν
3 =

T µ
1 αβ Tανβ

2 est un tenseur de type (2

0

).

7.1.6 Espa
es de tenseursConsidérons l'ensemble des tenseurs de type
(p

q

) �xé, 
'est un ensemble d'appli
ations multi-linéaires. D'apres le paragraphe pré
édent il estnaturelement muni, via la dé�nition des 
om-binaisons linéaires de tenseurs, d'une stru
tured'espa
e ve
toriel. Cet espa
e est appelé le pro-duit tensoriel des p espa
es E∗ et q espa
es E,ses éléments sont les tenseurs de type (p

q

). Il estnoté : ⊗
p
E∗ ⊗

q
E.On peut montrer qu'une base de 
et espa
eest donnée par l'ensemble des produits tenso-riels {eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp ⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq}. Untenseur T de type (p

q

) se développe sur 
ettebase suivant :
T = T

µ1···µp
ν1···νq eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq .
(53)Ex. 7.1 : On veux montrer que l'ensemble B des pro-duits tensoriels {eµ1

⊗· · ·⊗eµp ⊗e
∗ν1 ⊗· · ·⊗e∗νq}
onstitue bien une base de ⊗

p
E∗ ⊗

q
E.1. Montrer que l'on a :

(eµ1
⊗ · · · ⊗ eµp ⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq )

α1···αp

β1···βq
=

δα1

µ1
· · · δ

αp
µp δ

ν1

β1
· · · δ

νq

βq
.2. En utilisant la de�nition des 
omposantesd'un tenseur en déduire que T se developpebien sur B, i.e. que B engendre l'espa
e destenseurs de type `p

q

´.3. Montrer, que B est une famille libre.7.1.7 Changement de base, 
ritère detensorialitéConsidérons le passage d'une base {eµ} à unebase {eµ′}28. On a :
eµ′ = Aν

µ′ eν , (54)28Nous adoptons i
i la 
onvention de distinguer la�nouvelle� base par des indi
es primés.23



où Aν
µ′ désignent les éléments de la matri
ede passage29. Les éléments de la matri
e in-verse A−1 sont notés Aν′

µ , on a don
 AA−1 =

Aν
α′Aα′

µ = δν
µ et A−1A = Aν′

α Aα
µ′ = δν′

µ′ .Le passage de la nouvelle base à l'an
ienne estdon
 :
eµ = Aν′

µ eν′ . (55)Le 
hangement de base duale s'é
rit :
e∗µ

′

= Aµ′

ν e∗ν (56)
e∗µ = Aµ

ν′ e
∗ν′

. (57)Les 
omposantes d'un ve
teur x et d'uneforme linéaire ω se transformeront respe
tive-ment 
omme :
xµ′

= Aµ′

ν xν , (58)
ωµ′ = Aν

µ′ ων . (59)Ex. 7.2 : Retrouver les expressions (56 à 59).On 
onstate que les 
omposantes des formesont le même 
omportement sous un 
hange-ment de base que les ve
teurs de base eux-mêmes, elles sont pour 
ette raison dites 
ova-riantes. Les 
omposantes des ve
teurs, à l'op-posé, sont dites 
ontravariantes.Pour un tenseur de type (p

q

) le 
hangementde base s'é
rira d'après (52) :
T

µ′
1···µ

′
p

ν′
1···ν

′
q

= (60)
A

µ′
1

µ1 · · ·A
µ′

p
µp Aν1

ν′
1
· · ·A

νq

ν′
q
T

µ1···µp
ν1···νq .On peut montrer30, que ré
iproquement :� Les quantités T

µ1···µp
ν1···νq atta
hées auxbases {eµi

} de (E∗)p ×Eq, sont les 
ompo-santes d'un tenseur déterminé si elles setransforment sous un 
hangement de basequel
onque suivant (60).29Ce ne sont pas les 
omposantes d'un tenseur puis-qu'ils réfèrent à deux bases di�érentes du même espa
e.30Ce théorème est très souvent utilisé 
omme dé�ni-tion d'un tenseur.

7.1.8 Tenseurs 
onstantsLes tenseurs 
onstants sont tels que leurs
omposantes ont la même valeur dans toutes lesbases. Citons quelques exemples importants :� Le tenseur nul.� Le tenseur de Krone
ker δ dont les 
om-posantes valent 1 si les deux indi
es sontégaux et 0 sinon.� Le tenseur métrique η d'un espa
e min-kowskien (
f. 
i après).Ex. 7.3 : Véri�er expli
itement, dans l'espa
e de Min-kowski à 2 dimensions, que ηµ′ν′ = ηµν numéri-quement. La matri
e de 
hangement de base esti
i la transformation de Lorentz Λ.7.1.9 Tenseur métrique, espa
es eu
li-diens et minkowskiensLe tenseur métrique g, appelé plus 
ommu-nément �métrique�, est un tenseur de type (0

2

)symétrique. Ses 
omposantes sont don
 gµν . Si
det(g) 6= 0, il est dit non-dégénéré et dé�nitdans 
e 
as sur l'espa
e E un produit s
alaire.Lorsque g n'est pas dé�ni positif on emploi sou-vent le terme de pseudo-produit s
alaire.La dé�nition d'un produit s
alaire entraîne
elle de l'orthogonalité : deux ve
teurs sontorthogonaux lorsque leur produit s
alaire estnul. Remarquons que les ve
teurs x tels que
g(x, x) = 0, sont, par dé�nition, orthogonauxà eux-mêmes.Un espa
e est eu
lidien (resp. minkowskien)si sa métrique peut s'é
rire31 gµν = δµν (resp.
gµ0 = δµ0, gij = −δij) en tout point de l'es-pa
e. On note le tenseur métrique minkows-kien η, la notation g étant réservé au 
as plusgénéral où les 
omposantes peuvent dépendrede la position, 
e qui se produit dans un sys-tème de 
oordonnées 
urvilignes ou sur un es-pa
e 
ourbe (
f. 7.2).31A la 
onvention de signe près. L'espa
e est eu
lidien(resp. minkowskien) également pour gµν = −δµν (resp.
gµ0 = −δµ0, gij = +δij).24



7.1.10 Cove
teurs, règles d'abaisse-ment et de relèvement d'indi
esLe tenseur g permet d'établir une bije
tionentre les ve
teurs et les formes linéaires : à
haque ve
teur de 
omposantes xµ (indi
e enhaut), on asso
ie la forme linéaire de 
ompo-santes xµ := gµνxν (indi
e en bas). La notation
x désigne à la fois le ve
teur et la forme 
or-respondante, souvent appelée dans 
e 
ontexte
ove
teur.� En détails on pro
ède 
omme suit : à 
haque ve
-teur x on asso
ie la forme linéaire ωx := g(x, ·)de 
omposantes ωxµ = gµνx

ν de telle sorte quepour un ve
teur y quel
onque de E on ait ωx(y) =
g(x, y). Ave
 
es notations, on dé�nit égalementl'appli
ation bilinéaire symétrique g−1 de E∗×E∗dans R par g−1(ωx, ωy) = g(x, y), ses 
omposantessont notées gµν . On a d'une part :

g−1(ωx, ωy) = ωxµωyνg
µν

= ωx(eµ)ωy(eν)gµν

= g(x, eµ)g(y, eν)gµν

= xαyβgαµgβνg
µνet d'autre part,

g−1(ωx, ωy) = g(x, y)

= xαyβgαβ,d'où par 
omparaison :
gµαgαν = δµ

ν . (61)Si l'on 
onsidère gµν 
omme les éléments d'unematri
e gµν sont don
 les éléments de la matri
einverse.Considérons à présent une forme linéaire ω quel-
onque de E∗, x le ve
teur de E de 
omposantes
xµ = gµνων et y un ve
teur quel
onque de E on asu

essivement :

ω(y) = ωµ y
µ

= δα
µ ωα y

µ

= gαβgβµ ωα y
µ

= g(x, y),
'est-à-dire ω = ωx. Ce qui montre qu'à touteforme linéaire est asso
ié un ve
teur. On 
onvientalors de dé�nir les 
omposantes 
ovariantes d'unve
teur x par :
xµ := gµνx

ν , (62)


es 
omposantes sont, 
omme nous venons de levoir, 
elle de la forme linéaire ωx. Les formes li-néaires sont dans 
e 
ontexte appelées 
ove
teurset sont dénotées par les mêmes symboles que lesve
teurs32, i.e. x désignera le ve
teur de 
ompo-santes xµ et la forme de 
omposantes xµ. On aurade manière analogue à (62) :
xµ = gµνxν , (63)Le lien entre ve
teur et forme linéaire se gé-néralise aux tenseurs. Ainsi, sur le plan du 
al-
ul, la dé�nition (62) et son analogue (63),peuvent être 
onsidérées 
omme des règles derelèvement et d'abaissement d'indi
es. Pourabaisser (resp. relever) l'indi
e α d'un tenseurde 
omposantes T ··· α ···

··· (resp. T ···
··· α ···) oné
rira :

T ··· ···
α ··· = gαβ T ··· β ···

··· (64)
T ··· α

··· ··· = gαβ T ···
··· β ··· (65)On ré
rira en parti
ulier (61) 
omme :

gµαgαν = gµ
ν . On a don
 numériquement

gµ
ν = δµ

ν , bien que gµν 6= δµν en général.7.1.11 Bases et systèmes de 
oordon-néesLe 
hoix d'un système de 
oordonnées estfon
tion du problème que l'on étudie. Dansun système de 
oordonnées 
artésiennes ortho-gonales33 les repères sont des systèmes d'axesportés par des ve
teurs de base orthonormésd'orientation 
onstante.On peut envisager, des bases et 
hangementsde bases plus généraux. Il su�t par exemple de
onsidérer, au lieu de 
oordonnées 
artésiennes,des 
oordonnées 
urvilignes, {eµ} désigneraalors un ensemble de quatre ve
teurs linéaire-ment indépendants tangents aux lignes de 
o-ordonnées. On appelle une telle base base 
oor-donnée. Le passage d'une base {eµ} à une basevoisine {e′µ} s'e�e
tuera toujours à l'aide des32Ces notions sont tout à fait analogues à 
elles debra et de ket ren
ontrées en physique quantique.33Au sens de la métrique g de l'espa
e.25



expressions (54), mais 
e 
hangement sera in�-nitésimal, la matri
e de transformation étant lamatri
e ja
obienne de la transformation faisantpasser des 
oordonnées x aux 
oordonnées x′.En e�et, un �ve
teur in�nitésimal34� de 
om-posantes dxµ dans {eµ} aura pour 
omposantesdans la base voisine {e′µ} : dxµ′

= ∂µxµ′

dxµ.On a don
 pour la matri
e de 
hangement debase :
Jµ′

µ = ∂µxµ′

. (66)Son inverse35
Jµ

µ′ = ∂µ′xµ, (67)relie les bases suivant (54), i.e. eµ′ = Jµ
µ′eµ.Remarquons que dans le 
as où J est un
hangement de référentiel inertiel dans l'espa
ede Minkowski, l'expression (67) est une trans-formation de Lorentz.Ex. 7.4 : Montrer que l'on a bien :

gµ′ν′ = Jµ

µ′J
ν
ν′gµν (68)Rien n'oblige à 
e que les ve
teurs de basesoient reliés aux 
oordonnées que l'on utilise.En fait, un ensemble de n ve
teurs {ǫA} del'espa
e E pour 
onstituer une base doit sim-plement permettre la dé
omposition unique den'importe quel ve
teur x de l'espa
e : x = xAǫA,

xA étant les 
omposantes de x dans la base
{ǫA}. Ce type de base est dit non-
oordonnée.Dans un 
adre relativiste 
e sont les basespseudo-orthogonales qui sont utilisées36, ellesvéri�ent :

g(ǫA, ǫB) = ηAB = gµνǫµ
Aǫν

B. (69)Dans 
ette expression ǫµ
A désigne la 
omposante

µ du ve
teur ǫA rapportée à la base 
artésienneorthogonale usuelle {eµ}.34Nous verrons au paragraphe 7.2.3 qu'il s'agit en faitde formes.35Nous supposerons que la transformation n'est passingulière.36Dans un espa
e à quatre dimensions on désigne 
esbases générales sous le nom de tétrades, ou �vierbeins�.

Si l'on se pla
e dans E1,3 une telle base {ǫA}
omprendra un ve
teur de genre temps et troisve
teurs de genre espa
e37.7.1.12 Dérivation dans les espa
es eu-
lidiens et minkowskienLa relation ∂µ′ = (∂µ′xµ)∂µ peut s'interpré-ter à l'aide de (67) 
omme un 
hangement debase in�nitésimal, on en déduit que ∂µ se 
om-porte 
omme un 
ove
teur. Le ve
teur 
orres-pondant sera donné par38 : ∂µ = gµν∂ν .On va don
 pouvoir former de nouveaux ten-seurs par dérivation : à partir du tenseur de
omposantes T µ σ
ν , i.e. de type (2

1

), on pourraformer, par exemple les tenseurs ∂αT µ σ
ν , detype (2

2

), et ∂σT µ σ
ν de type (1

1

). Notons quela dérivation est fréquemment notée par unevirgule ainsi ∂σT µ σ
ν peut s'é
rire T µ σ

ν ,σ.Soulignons que le 
ara
tère tensoriel des ex-pressions où intervient ∂ disparaît en 
oordon-nées 
urvilignes et en relativité générale.7.2 Les espa
es 
ourbes7.2.1 Variétés di�érentiablesUn exemple d'espa
e 
ourbe est fourni par lasphère. Pour la dé
rire une méthode 
onsiste àla 
artographier : une région su�samment pe-tite étant assimilable à un une région du planon représente la surfa
e sur un ensemble de do-maines plans : les 
artes. Pour que 
ette repré-sentation soit �dèle plusieurs 
onditions sontné
essaires :1. L'ensemble de toutes les 
artes, l'atlas,doit 
ouvrir toute la surfa
e.2. Deux points voisins sur la sphère doiventêtre voisins sur la 
arte où ils sont repré-sentés.37Les ve
teurs de genre lumière, qui sont orthogonauxà eux même, ne peuvent être présent dans une base.38On a don
 ∂µ =
∂

∂xµ

.26



3. On doit pouvoir passer 
ontinûment d'une
arte à une 
arte voisine et si deux 
artesse re
ouvrent partiellement, leurs indi
a-tions doivent 
oïn
ider.La notion de variété di�érentiable est la tra-du
tion formalle de 
ette 
onstru
tion. Nous ladonnons i
i a�n de �xer la terminologie. Ondira que M est une variété di�érentiable à ndimensions si :1. M est un espa
e topologique.2. M est munie d'une famille de 
ouples
{(Ui, ϕi)} où, {Ui} est une famille d'ou-verts re
ouvrant M , ϕi est un homéomor-phisme39 de Ui vers un ouvert de R

n.3. Si Ui et Uj sont tels que Ui ∩ Uj 6= ∅,l'appli
ation ϕi ◦ ϕ−1
j de ϕj(Ui ∩Uj) dans

ϕi(Ui ∩Uj) est indé�niment di�érentiable.Dans 
ette dé�nition le premier point estune stru
ture minimum né
essaire pour dé-�nir la notion de points voisins. Le se
ondpoint formalise les notions de 
artes : le 
ouple
(Ui, ϕi), et d'atlas : la famille {(Ui, ϕi)} ; ϕi estl'appli
ation 
oordonnée elle fait 
orrespondre àun point P de Ui un point (un ve
teur) de R

nde 
oordonnées notées {xµ

(i)} ou plus simple-ment40 x(P ) = {xµ}. Le dernier point assureque la 
ondition 3. de l'exemple pré
édent estsatisfaite.Une variété41 est don
, d'après le point 2, unespa
e �lo
alement 
omme R
n�.7.2.2 Espa
e tangent, espa
e 
otangentA 
e stade, au
une des notions permettant la
onstru
tion des tenseurs n'est présente sur M ,nous ne disposons même pas d'espa
e ve
toriel !39Appli
ation 
ontinue possédant une appli
ation ré-
iproque 
ontinue.40Pour ne pas alourdir les notations nous 
onfondrons

ϕi et x(i), de plus 
omme nous n'aurons pas dans lapratique à utiliser expli
itement des familles de 
artesnous supprimerons l'indi
e (i).41Le terme di�érentiable sera toujours sous-entendu.

Pour 
onstruire des ve
teurs sur M , nous allonsgénéraliser la notion de ve
teur tangent.Considérons une 
ourbe sur M42, paramétréepar λ, il lui 
orrespond des 
oordonnées xµ(λ)(dans plusieurs 
artes si besoin). Plaçons nousau voisinage d'un point P et 
onsidérons unélément f de F(M), l'ensemble des fon
tionsde M dans R. La dérivée de f au point P lelong de la 
ourbe paramétrée par λ est :
(df

dλ

)

P

=
∂f(x(λ))

∂xµ

(dxµ(λ)

dλ

)

P

. (70)Dans 
ette expression (dxµ(λ)

dλ

)

P

est porté parla tangente en P , on peut le voir 
omme unve
teur vitesse. La relation (70) peut se ré
rire
V µ∂µf , ave


V µ :=
(dxµ(λ)

dλ

)

P

. (71)Comme f est quel
onque, on dé�nit43 le ve
-teur tangent V au point P par :
V :=

( d

dλ

)

P

= V µ∂µ. (72)Ainsi, en géométrie di�érentielle, les ve
teurssont des opérateurs agissant sur des fon
tionsde M dans R.L'ensemble des ve
teurs tangents au point
P forme un espa
e ve
toriel44, appelé espa
etangent et noté TP M (�g. 4).Le dual de l'espa
e TP M , noté T ∗

P M est ap-pelé espa
e 
otangent. Ses éléments, les appli
a-tions linéaires agissant sur TP M , sont appelées1-formes.Nous disposons, à présent d'un espa
e ve
to-riel et de sont dual. Il nous reste à pré
iser, lesbases {eµ} et {e∗µ} de TP M et T ∗
P M ainsi queles matri
es de 
hangement de bases.42Plus rigoureusement,M est une sous-variété de R

n.43On identi�e en fait toutes les 
ourbes donnant lemême ve
teur tangent au point P .44Cela dé
oule dire
tement des propriétés linéaires dela dérivée.27
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Fig. 4 � Ve
teur et plan tangent au point p.7.2.3 Bases et 
hangement de baseLa dé�nition (72) montre dire
tement que
{∂µ} apparaît 
omme la base atta
hée aux 
o-ordonnées lo
ales xµ. On aura don
 :

eµ = ∂µ (73)Une 1-forme parti
ulière, la �1-forme gra-dient� df va nous permettre d'identi�er la baseduale de T ∗
P M . Elle est dé�nie par :

∀V ∈ TP M,∀f ∈ F(M), df(V ) := V (f).(74)En appliquant 
ette dé�nition à f = xµ et
V = eν on a :

dxν(eµ) = ∂µxν = δν
µ. (75)

{dxµ} est don
 la base duale de {∂µ}. On a45 :
e∗µ = dxµ. (76)Une 1-forme ω de T ∗

P M se dé
ompose don

omme :
ω = ωµdxµ, (77)

ωµ désignant les 
omposantes de ω relative-ment à la base {dxµ}.45On remarquera qu'i
i dxµ n'est pas la ν-ième 
om-posante du ve
teur dx.

Ex. 7.5 : Véri�er que :1. le développement de df sur la base {e∗µ}redonne l'expression habituelle de la di�é-rentielle de f .2. l'a
tion ω(V ) d'une 1-forme ω de T ∗

PM surun ve
teur V de TPM est donnée par :
ω(V ) = ωµV

µ. (78)Déterminons, à présent, les matri
es de pas-sage d'une base à une autre pour TP M et T ∗
P M .Un 
hangement de base 
orrespond à un 
han-gement de 
oordonnées, 
'est-à-dire au pas-sage du système {xµ} d'une 
arte à 
elui {xµ′

}d'une autre. Un ve
teur V de TP M est indépen-dant du système de 
oordonnées. On a don
,pour un un élément f quel
onque de F(M),
V µ(∂µf) = V µ′

(∂µ′f), en 
hoisissant pour f lafon
tion xν′ on obtient :
V µ′

= ∂µxµ′

V µ (79)Ex. 7.6 :1. Montrer en 
onsidérant l'e�et d'un 
hange-ment de 
oordonnées sur la 1-forme df d'unélément f quel
onque de F(M) que l'on a :
eµ′ = ∂µ′xµeµ. (80)2. Retrouver 
e résultat en 
onsidérant l'e�etd'un 
hangement de variables sur la di�é-rentielle d'une fon
tion f à valeur dans R.Les matri
es de 
hangement de bases sontdon
 données par les expressions (66, 67).Les bases pré
édentes sont des bases 
o-ordonnées (
f. 7.1.11). On peux montrer46qu'elles sont 
ara
térisées par la relation :

[eµ, eν ] = 0,où le 
ommutateur de deux ve
teurs U et V estdé�nit par :
∀f ∈ F(M),

[U, V ](f) := U(V (f)) − V (U(f)).
(81)46Voir par exemple [12℄.28



7.2.4 Champs de ve
teurs et de ten-seurs sur MLes ve
teurs, et plus généralement les ten-seurs, utilisés en physique sont, en fait, le plussouvent des 
hamps sur M : ils sont fon
tionde la position, 
ette dépendan
e n'est pas ex-pli
ite et 
'est le 
ontexte qui pré
ise la naturede l'objet. On dira que V est un 
hamp de ve
-teurs sur M si 
ha
une de ses 
omposantes estune fon
tion47 de M dans R. L'ensemble des
hamps de ve
teurs sur M sera noté H(M).Les 
hamps de tenseurs sont dé�nis de manièreanalogue, l'ensemble des 
hamps de tenseurs detype (p

q

) est dénoté T p
q (M).Remarquons que 
ontrairement au ve
teurqui appartient à l'espa
e tangent en un point

P . Le 
hamp de ve
teur est dé�nit en 
haquepoint de M . L'espa
e des 
hamps de ve
teur estdon
 
onstitué de l'ensemble des espa
es tan-gents, il est don
 très di�érent de TP M . Nousn'aurons pas besoin i
i d'étudier 
et espa
e48.Notons, pour �xer la terminologie, qu'il s'agitd'un 
as parti
ulier d'espa
e �bré appelé na-turellement le �bré tangent et que l'on note
TM . La même remarque s'applique aux autres
hamps, en parti
ulier les 
hamps de 1−formesappartiennent à un espa
e regroupant tous lesespa
es 
otangents T ∗

P M , noté TM∗, qui pos-sède une stru
ture analogue à TM et s'appellele �bré 
otangent.Donnons nous, à présent, un 
hamp de ve
-teur V . Une 
ourbe x(λ), λ ∈ R dont le ve
teurtangent en x(λ) �xé est V (x(λ)), 
'est-à-diretelle que :
dxµ

dλ
= V µ (x(λ)) ,est appelée 
ourbe intégrale de V , 
ar elle estsolution de l'équation di�érentielle pré
édente.Nous dirons qu'une telle 
ourbe est engendréepar le ve
teur V . Comme V est un 
hamp de47Supposée in�niment di�érentiable.48On pourra 
onsulter [12℄ pour une introdu
tion.

ve
teur il engendre un ensemble de 
ourbes qui
onstitue 
e que l'on appelle le �ot49 de V .Ex. 7.7 : Déterminer le �ot des ve
teurs :1. V = −y∂x + x∂y,2. V = +y∂x + x∂y.7.2.5 Transport parallèle, dérivée 
ova-riante et 
onnexion a�neAu paragraphe 7.1.12 nous avons montré quel'opérateur ∂µ se 
omporte 
omme un ve
teurdans E1,3 (en 
oordonnées 
artésiennes ortho-gonales) et qu'en 
onséquen
e la dérivée d'untenseur est un tenseur. Cette propriété n'estplus vraie pour une variété quel
onque.La di�
ulté peut être vue de la façon sui-vante : la dérivée en un point, par exemple d'unve
teur par rapport à une 
oordonnée xν , estdé�nie par :
∂νV

µ = lim
∆xν→0

V µ(x + ∆x) − V µ(x)

∆xν
, (82)pour 
haque 
omposante de V . Cette expres-sion fait intervenir a priori deux point di�é-rents l'un P de 
oordonnées {. . . , xν , . . .}, no-tées {x}, l'autre P ′ de 
oordonnées {. . . , xν +

∆xν , . . .}, notées {x + ∆x}.Dans un espa
e eu
lidien ou pseudo-eu
lidien
omme E1,3 en 
oordonnées 
artésiennes ortho-gonales, 
ela ne pose pas de di�
ulté puisquele ve
teur au point P peut être transporté sans
hangement en P ′. Le problème apparaît pourdes 
oordonnées 
urvilignes, les ve
teurs de labase50 {ẽµ} 
hangeant ave
 les 
oordonnées.On peut le voir sur l'expression suivante où ∂Vdésigne symboliquement le �gradient� de V , ona : ∂V = ∂(V µẽµ) = (∂V µ)ẽµ + V µ∂(ẽµ). Lese
ond terme du membre de droite prend en
ompte la variation des ve
teurs de base. Sur49Cette terminologie est empruntée à l'hydrodyna-mique les 
ourbes engendrées par V étant dans 
e 
asles lignes de 
ourant suivies par les parti
ules �uides.50Nous notons ses ve
teurs ave
 un ~pour la distin-guer de la base des 
oordonnées 
artésiennes.29



une variété M quel
onque 
ette variation pro-vient du dépla
ement dans l'espa
e lui même etnon plus d'un 
hoix de 
oordonnées. Une géné-ralisation de (82) doit permettre de 
omparerdes ve
teurs situes en des points di�érents etdon
 appartenant à des espa
es tangents di�é-rents.La solution à 
e problème 
onsiste à trou-ver un moyen pour e�e
tuer un transport pa-rallèle des ve
teurs, et plus généralement destenseurs, d'un point à un autre. Ce moyen estfournit par la dé�nition d'une 
onnexion a�nequi permet, à son tour, la dé�nition d'une déri-vée 
ovariante. Pour motiver la dé�nition for-melle de la 
onnexion a�ne et de la dérivée
ovariante, nous allons tout d'abord 
her
her à
onstruire 
ette dernière de façon heuristique.Considérons un ve
teur V , nous souhaitons
omparer V (x) à V (x+∆x) au même point de
oordonnées {x+∆x}. Pour 
ela nous transpor-tons V (x) sans 
hangement en x + ∆x, le ve
-teur transporté est noté Ṽ (x+∆x). La quantité
∆x étant in�nitésimale on peut se 
onvain
re51que le ve
teur transporté est donné par :

Ṽ µ(x + ∆x) = V µ(x) − Γµ
να(x)V α(x)∆xν ,(83)où le 
oe�
ient, pour l'instant indéterminé, Γest appelé 
oe�
ient de 
onnexion. Nous pou-vons alors donner un sens a l'expression :

∇νV
µ := lim

∆xν→0

V µ(x + ∆x) − Ṽ µ(x + ∆x)

∆xν
,(84)

µème 
omposante de la dérivée 
ovariante52 parrapport53 à xν de V en x. Cette expression peut51Cette expression assure que la somme et le produitpar un s
alaire de ve
teurs transportés soit égale autransporté de la somme et du produit.52A ne pas 
onfondre ave
 la dérivée 
ovariante dela µème 
omposante de V que nous noterons : ∇ν(V µ).Une notation moins ambiguë serait (∇νV )µ. Nous nous
onformerons 
ependant le plus souvent à l'usage.53Ce point sera pré
isé plus loin.

se ré
rire :
∇νV

µ = lim
∆xν→0

V µ(x + ∆x) − V µ(x)

∆xν

+ lim
∆xν→0

V µ(x) − Ṽ µ(x + ∆x)

∆xν
,
e qui, ave
 (83), devient :

∇νV
µ = ∂νV µ + Γµ

ναV α. (85)Les symboles de 
onnexion traduisent don
 la�
orre
tion� à la dérivée due au transport,
'est-à-dire au 
hangement de ve
teurs de base.Donnons, à présent, une dé�nition formelled'une 
onnexion a�ne : 
'est une appli
ation
∇ de H(M) × H(M) dans H(M) qui à deuxve
teurs V et U asso
ie le ve
teur ∇V U tel que :

∇V (U + W ) = ∇V U + ∇V W, (86)
∇V +WU = ∇V U + ∇WU, (87)
∇V (fU) = V (f)U + f∇V U, (88)
∇fV U = f∇V U, (89)ave
 W ∈ H(M) et f ∈ F(M).Montrons que la dé�nition de la 
onnexionredonne l'expression (85) de la dérivée 
ova-riante d'un ve
teur. Ave
 (89) puis (88) on a :

∇V U = V µ∇eµ(Uνeν)

= V µ(eµ(Uν)eν + Uν∇eµeν),où ∇eµeν est par dé�nition un ve
teur, il sedéveloppe don
 sur la base {eµ} :
∇µeν = Γα

µνeα, (90)où l'on a posé, ∇µ := ∇eµ . Cette relation dé-�nit les symboles de 
onnexion Γ. En portant(90) dans l'expression de ∇V U et en tenant
ompte de eµ = ∂µ il vient :
V µ∇µU = V µ(∂µUα + Γα

µνU
ν)eα. (91)On a don
,

∇µUα = ∂µUα + Γα
µνUν ,30
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Fig. 5 � Transport du ve
teur U le long de la
ourbe engendrée par V .qui est pré
isément l'équation (85). Les sym-boles de 
onnexion, qui apparaissent dans (90)
omme les 
oe�
ients du développement de
∇µeν dans la base {eµ}, prennent en 
omptela �déformation� de la base lors du transport
omme annon
é au paragraphe pré
édent. Onpeut don
 interpréter géométriquement le ve
-teur ∇V U 
omme une mesure de la �di�éren
ede parallélisme� entre U et son transporté (Fig.5). Un ve
teur U sera transporté parallèlementle long d'une 
ourbe engendrée par un ve
teur
V s'il véri�e :

∇V U = 0. (92)En fait, 
'est plus pré
isément la 
onnexion,dont dé
oule l'expression de ∇V U , qui dé�nitune notion de parallélisme sur la variété.Il est important de remarquer que 
omme(91) n'est autre que la dé
omposition du ve
-teur ∇V U sur la base {eµ}, et que la 
ompo-sante V µ(∂µUα+Γα
µνU

ν) est la 
ontra
tion duve
teur V et de la dérivée 
ovariante de U , 
ettedernière est né
essairement un tenseur.Ex. 7.8 :1. Montrer, à l'aide de (90) et en se rappelantque Jµ′

ν := ∂νx
µ′ n'est pas un tenseur queles symboles de 
onnexion se transforment

suivant :
Γδ′

µ′ν′ = Jδ′

ν J
α
ν′Jµ

µ′Γ
ν
µα +Jδ′

ν (∂µ′Jν
ν′ ). (93)2. En déduire la loi de transformation de ladi�éren
e de deux symboles de 
onnexion,i.e. 
al
uler :

Γδ′

µ′ν′ − Γ̃δ′

µ′ν′ .Les symboles de 
onnexion ne sont don
 pasdes tenseurs, mais la di�éren
e de deux sym-boles (pour des 
onnexions di�érentes) est untenseur.Pour généraliser la notion de dérivée 
ova-riante à un tenseur d'ordre quel
onque partonsde la dé
omposition (53) :
T = T

µ1···µp
ν1···νq eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq .Le tenseur T est exprimé par des ve
teurs, des
1-formes et des fon
tions (les 
omposantes). Ilfaut don
 généraliser l'a
tion de ∇V aux fon
-tions et aux formes. Pour 
e faire on pose :

∇V f = V (f), (94)
∇V (T1 ⊗ T2) = (∇V T1) ⊗ T2

+ (∇V T2) ⊗ T1, (95)où f est une fon
tion et T1, T2 des tenseursde types quel
onques. La première de 
es rela-tions exprime que ∇V f 
oïn
ide ave
 la dérivéede f suivant le ve
teur V . La se
onde, qui restevalable en présen
e de 
ontra
tions, impose larègle de Leibnitz (dérivation d'un produit) àla 
onne
tion pour des tenseurs de types quel-
onques, 
'est une généralisation de (88).Ex. 7.9 :1. Montrer que pour une 1-forme ω on a :
∇µων = ∂µων − Γα

µνωα. (96)2. En déduire la relation :
∇µdx

ν = −Γν
µαdx

α. (97)31



On peut à présent 
al
uler ∇V T à partir dela dé
omposition de T :
∇V T = ∇V (T

µ1···µp
ν1···νq eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq).En utilisant (95) on a :
∇V T = (∇V T

µ1···µp
ν1···νq) eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq

+ T
µ1···µp

ν1···νq (∇V eµ1) ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ e∗νq...
+ T

µ1···µp
ν1···νq eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ (∇V e∗ν1) ⊗ · · · ⊗ e∗νq...
+ T

µ1···µp
ν1···νq eµ1 ⊗ · · · ⊗ eµp⊗

⊗ e∗ν1 ⊗ · · · ⊗ (∇V e∗νq).En 
hoisissant V = eµ et en utilisant les rela-tions (94, 90, 97), on obtient les 
omposantesde la dérivée 
ovariante du 
hamp de tenseur
T de type (p

q

) :
∇µT

µ1···µp
ν1···νq = ∂µT

µ1···µp
ν1···νq +

Γµ1
µαT

α···µp
ν1···νq + · · · + Γ

µp
µαT µ1···α

ν1···νq
−

Γα
µν1

T
µ1···µp

α···νq − · · · − Γα
µνq

T
µ1···µp

ν1···α.(98)Dans la pratique les 
al
uls s'e�e
tuant sou-vent sur les 
omposantes on utilisera les pro-priétés (94, 95) sous la forme :
∇µf = ∂µf, (99)

∇µT ···
1 ···T

···
2 ··· = T ···

1 ···∇µT ···
2 ···+

+ (∇µT ···
1 ···)T

···
2 ···. (100)Par ailleurs, la dérivée 
ovariante est souventnotée par un point-virgule. On aura :

T ···
··· ;µ := ∇µT ···

···,

et par 
onvention :
T ···

··· ;µν = ∇ν(∇µT ···
···),où l'ordre des indi
es respe
te 
elui des dériva-tions.7.2.6 GéodésiquesUne 
ourbe xµ(λ) sur M est une géodésiquesi son ve
teur tangent V se transporte parallè-lement à lui même le long de 
ette 
ourbe, ona l'équation54 :

∇V V = 0. (101)Cette équation s'é
rit en 
omposantes :
d2xµ

dλ2
+ Γµ

αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (102)Dans 
e 
ontexte, une géodésique est interpré-tée 
omme le 
hemin le �plus droit� possiblesur M .7.2.7 Courbure et torsionJusqu'à présent il n'a pas été question de
ourbure. Cependant le transport parallèle, né-
essaire pour 
ompenser ses e�ets, doit en te-nir 
ompte de manière impli
ite. Examinonsl'évolution d'un ve
teur U transporté parallè-lement de A en D le long d'un 
ir
uit fermé(ABDC) in�nitésimal par deux 
hemins dis-tin
ts (ABD) et (ACD) (Fig. 6). Les 
oordon-nées de A,B,C et D sont {xµ}, {xµ + ǫµ},

{xµ + δµ} et {xµ + ǫµ + δµ} respe
tivement.Le ve
teur Ũ(xκ +ǫκ), transporté du ve
teur
U(xκ) en B, s'é
rit d'après (83) :
Ũν(xκ + ǫκ) ≃ Uν(xκ) − ǫµΓν

µα(xκ)Uα(xκ).54On pourrait exiger une 
ondition moins forte :
∇V V = fV , où f ∈ F(M). On peut montrer qu'il esttoujours possible de reparamétrer la 
ourbe pour re-trouver l'équation (101). En relativité 
e paramétrage
orrespond au temps propre pour une parti
ule mas-sive.32
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Fig. 6 � Transport du ve
teur U le long deux
hemins distin
ts.Ce ve
teur transporté en D devient :
Ũν(xκ + ǫκ + δκ) ≃

Ũν(xκ + ǫκ) − δµΓν
µα(xκ + ǫκ)Ũα(xκ + ǫκ),soit en
ore en tenant 
ompte de la variation des

Γ :
Ũν(xκ + ǫκ + δκ) ≃

Uν(xκ) − ǫµΓν
µα(xκ)Uα(xκ)−

δµ
(

Γν
µα(xκ) + ǫρ∂ρΓ

ν
µα(xκ)

)

×
(

Uα(xκ) − ǫγΓα
γρ(x

κ)Uρ(xκ)
)

,i.e. :
Ũν(xκ + ǫκ + δκ) ≃ Uν(xκ)−

ǫµΓν
µα(xκ)Uα(xκ) − δµΓν

µα(xκ)Uα(xκ)−

δµǫγ
(

∂γΓν
µα(xκ) − Γρ

γα(xκ)Γν
µρ(x

κ)
)

Uα(xκ).Un 
al
ul analogue pour le 
hemin (ACD)
onduit à :
Ũν(xκ + δκ + ǫκ) ≃ Uν(xκ)−

δµΓν
µα(xκ)Uα(xκ) − ǫµΓν

µα(xκ)Uα(xκ)−

ǫµδγ
(

∂µΓν
γα(xκ) − Γρ

µα(xκ)Γν
γρ(x

κ)
)

Uα(xκ).La di�éren
e entre les deux ve
teurs est donnéepar :̃
Uν(xκ + ǫκ + δκ) − Ũν(xκ + ǫκ + δκ) ≃

Rν
αµγδµǫγUα(xκ),

où l'on a posé :
Rν

αµγ =

∂µΓν
γα − ∂γΓν

µα + Γρ
γαΓν

µρ − Γρ
µαΓν

γρ(103)
Rν

αµγ sont, 
omme nous allons le véri�er,les 
omposantes d'un tenseur : le tenseur deRiemann55 où tenseur de 
ourbure. Il mesure,
omme l'indique le 
al
ul pré
édent, le �défautde parallélisme� au se
ond ordre.Le tenseur de Riemann est dé�nit formelle-ment par l'appli
ation de H3(M) dans H(M)qui asso
ie aux ve
teurs U, V,W le ve
teur
R(U, V,W ) noté56 R(U, V )W dé�nit par :
R(U, V )W :=

(

∇U∇V −∇V ∇U −∇[U,V ]

)

W.(104)Ex. 7.10 :1. Montrer, en utilisant la dé�nition, que
R(U,V,W ) dé�nit bien un tenseur. On auraintérêt a traiter séparément 
ha
un des troisarguments U, V,W .2. Montrer, par un 
al
ul dire
t, que les 
om-posantes de R sont bien données par (103).On peut former par 
ontra
tion du tenseurde 
ourbure deux quantités importantes dansles appli
ations57 :� Le tenseur de Ri

i, Ri, dont les 
ompo-santes sont données par Rµν := Rα

µαν .� Le s
alaire de 
ourbure R := Rµ
µ, 
e der-nier n'existe que si M possède une mé-trique.Un autre e�et que la 
ourbure est 
ontenudans le transport parallèle : il 
orrespond à55La position des indi
es du du tenseur de Riemannest 
onventionnelle et varie, malheureusement, d'un au-teur à l'autre.56L'intérêt de 
ette notation provient du fait qu'ellepermet de 
onsidérer R(U,V ) 
omme un ve
teur agis-sant sur W .57L'emploi de la même lettre R pour désigner les troisobjets di�érents que sont le tenseur de Riemann, le ten-seur de Ri

i et le s
alaire de 
ourbure est d'un usage
ourant dans les 
al
uls, où les objet sont identi�és parleur nombre de 
omposantes.33
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Fig. 7 � E�et de la torsion sur le parallélo-gramme 
onstruit sur X et Y .l'impossibilité de fermer un �parallélogramme�
onstruit sur deux ve
teurs in�nitésimaux. Unautre tenseur, appelé tenseur de torsion, per-met 
ara
tériser 
et e�et (Fig 7). Pour le visua-liser 
onsidérons les points {A,B,C} 
ommedé�nissant deux ve
teurs in�nitésimaux d'ori-gine 
ommune A. Convenons d'appeler X leve
teur dé�ni par (AB) et Y 
elui dé�ni par
(AC). Leurs 
omposantes dans la base lo
ale
{eµ} sont : Xµ = ǫµ et Y µ = δµ, respe
tive-ment. Transportons parallèlement 
haque ve
-teur le long de l'autre : X est transporté le longde Y et ré
iproquement. On a :
X̃ν(xκ + δκ) ≃ Xν(xκ) − δµΓν

µα(xκ)Xα(xκ),

Ỹ ν(xκ + ǫκ) ≃ Y ν(xκ) − ǫµΓν
µα(xκ)Y α(xκ),soit en
ore,

X̃ν(xκ + δκ) ≃ Xν(xκ) − δµǫαΓν
µα(xκ),

Ỹ ν(xκ + ǫκ) ≃ Y ν(xκ) − ǫµδαΓν
µα(xκ).On 
onstate que les extrémités des ve
teurstransportés ne 
oïn
ident pas en général, en ef-fet :

(Ỹ + X)ν − (X̃ + Y )ν = −δµǫαΓν
µα + ǫµδαΓν

µα

= ǫµδαT ν
µα,où l'on a posé :

T ν
µα = Γν

µα − Γν
αµ, (105)

qui sont les 
omposantes du tenseur de torsion.Ex. 7.11 : Véri�er, à l'aide de (93), que les quantités
T ν

µα, dé�nies 
i-dessus, sont bien les 
omposantesd'un tenseur.La géométrie di�érentielle dé�nit le tenseurde torsion 
omme l'appli
ation de H2(M) dans
H(M) qui asso
ie aux ve
teurs U, V le ve
teur
T (U, V ) dé�ni par :

T (U, V ) := ∇UV −∇V U − [U, V ].Ex. 7.12 : Une autre méthode permettant de faireapparaître les e�ets de la 
ourbure et de la tor-sion lors du transport parallèle est de 
al
uler le
ommutateur de deux dérivées 
ovariantes.1. Expliquer brièvement pourquoi ?2. Montrer que l'on a :
[∇µ,∇ν ]V α = Rα

σνµV
σ + T ǫ

νµ∇ǫV
α. (106)Pour 
lore 
ette se
tion remarquons que lesnotions introduites i
i sont lo
ales. Le tenseurde Riemann 
ara
térise la 
ourbure au voisi-nage d'un point, et on dira qu'un espa
e pourlequel le tenseur de 
ourbure est identiquementnul est lo
alement plat. Cependant, la 
onnais-san
e de la géométrie lo
ale ne dit rien sur la�forme globale� de l'espa
e, 
'est-à-dire sa to-pologie. Ainsi, l'espa
e eu
lidien usuel, qui estglobalement plat, est a fortiori lo
alement plat.Mais, on peut montrer par exemple qu'un 
y-lindre est également lo
alement plat.7.2.8 Connexion et métriqueNotre variété M n'est, pour l'instant, munieque d'une stru
ture : la 
onnexion. Une se
ondestru
ture, très fondamentale puisqu'elle permetde dé�nir a notion de distan
e, est fournie parla dé�nition d'une métrique. La dé�nition, don-née au paragraphe 7.1.9, s'adapte immédiate-ment dans le 
adre d'une variété M , l'espa
eve
toriel E étant i
i l'espa
e tangent au point

P : TP M . Cela signi�e que 
ontrairement au
as minkowskien, g dépend de sa position sur
M , 
'est un 
hamp de tenseur. Notons que si34



g est dé�nie positive M est dite riemannienneet, pseudo-riemannienne sinon58.Nous allons imposer à la 
onnexion deux
onditions. La première est de 
onserver leproduit s
alaire g(U, V ) de deux ve
teurs partransport parallèle. Ce qui se traduit par :
∇W (g(U, V )) = 0, (107)les ve
teurs U, V étant transportés parallèle-ment le long de la 
ourbe engendrée par W .Une 
onnexion véri�ant la 
ondition de 
ompa-tibilité (107) est dite 
onnexion métrique.Ex. 7.13 : Montrer que la 
ondition de 
ompatibilitéentraîne que la quantité :

gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
, (108)est 
onstante le long de la géodésique x(λ), para-métrée par λ.E
rite en 
omposante et ave
 l'aide de (100)et (92) la 
ondition de 
ompatibilité (107) de-vient W κUµV ν∇κgµν = 0, soit en
ore :

∇κgµν = 0. (109)Remarquons que 
ette relation implique quepour un tenseur T quel
onque on a toujours :
∇κgµνT ···

··· = gµν∇κT ···
···En développant l'équation (109) à l'aide de(98) puis en permutant les indi
es dans l'équa-tion obtenue on abouti aux équations sui-vantes :

∂αgµν − Γβ
αµgβν − Γβ

ανgµβ = 0,

∂µgνα − Γβ
µνgβα − Γβ

µαgνβ = 0,

∂νgµα − Γβ
νµgβα − Γβ

ναgµβ = 0.En soustrayant les deux dernières équations dela première et en tenant 
ompte de la symétrie58La métrique g est souvent dite indé�nie dans 
e
as.

de g il vient :
∂αgµν − ∂µgνα − ∂νgµα =
(

Γβ
αµ − Γβ

µα

)

gνβ +
(

Γβ
αν − Γβ

να

)

gµβ−
(

Γβ
µν + Γβ

νµ

)

gαβ .Cette équation nous permet d'introduire lase
onde 
ondition qui est d'imposer la symé-trie des symboles de 
onnexion dans leurs in-di
es inférieurs, 
e qui 
orrespond à exiger quela torsion soit nulle. Une telle 
onnexion estdite symétrique. Dans 
e 
as, les deux premierstermes de l'expression pré
édente s'annulent eton obtient l'importante relation :
Γκ

µν =
1

2
gακ

(

∂µgνα + ∂νgµα − ∂αgµν

)

. (110)Dans 
e 
ontexte les symbole de 
onnexionsont fréquemment appelés symboles de Chris-to�el.Ex. 7.14 : Montrer que pour une métrique diagonaleon a les relations :
Γα

µν = 0 (111)
Γα

µµ = −
1

2gαα

∂αgµµ (112)
Γα

αµ = +
1

2gαα

∂µgαα (113)
Γα

αα = +
1

2gαα

∂αgαα (114)où α, β, γ ont des valeurs di�érentes et où il n'y apas de sommation sur les indi
es répétés.L'intérêt d'une 
onnexion métrique et symé-trique est triple. On a, en premier lieu le résul-tat suivant :� Sur une variété riemannienne où pseudo-riemanienne il existe une unique
onnexion symétrique 
ompatible ave
la métrique, 
ette 
onnexion parti
ulière,dite de Lévi-Civita, est donnée par (110).En se
ond lieu, 
ette 
onnexion est la seulepossible en relativité générale59. En�n, l'ex-pression (110) permet le 
al
ul du tenseur de59Parmi les autres théories de la gravitation, qui n'ontpas été réfutées par l'expérien
e, la théorie de Cartanadopte une 
onnexion non symétrique, i.e. une torsionnon-nulle.35



Riemann à partir de la métrique, ainsi qu'uneanalyse de ses symétries.Ex. 7.15 : Montrer que l'on a les relations :
Rναµγ = gσβ

`

Γσ
νγΓβ

αµ − Γσ
νµΓβ

αγ

´

+

1

2

`

∂2
µαgγν − ∂2

µνgγα − ∂2
γαgµν + ∂2

γνgµα

´

(115)
Rναµγ = −Rναγµ

Rναµγ = −Rανµγ (116)
Rναµγ = Rµγνα

Rνµ = RµνDeux relations importantes peuvent égale-ment être démontrées pour une 
onnexion deLévi-Civita, 
e sont les première et se
ondeidentités de Bian
hi :
Rν

αµγ + Rν
γαµ + Rν

µγα = 0, (117)
∇νR

κ
αµγ + ∇µRκ

αγν + ∇γRκ
ανµ = 0.(118)Ex. 7.16 : Montrer, en 
ontra
tant la se
onde identitéde Bian
hi sur κ et µ que l'on a :

∇µR
µ

αγν = ∇γRαν −∇νRαγ (119)en déduire :
∇νR = 2∇µR

µ
ν . (120)Montrer que le tenseur d'Einstein :

Gµν := Rµν −
1

2
gµνR, (121)est 
onservatif, i.e. véri�e :

∇µG
µν = 0. (122)Notons qu'en dimension quatre, les proprié-tés de symétrie entraînent que le tenseur deRi

i est le seul tenseur d'ordre deux que l'onpuisse former par 
ontra
tion du tenseur deRiemann, les autres possibilités donnant soit

0 soit un 
hangement de signe. De même, les
alaire de 
ourbure est le seul s
alaire quel'on puisse former par 
ontra
tion du tenseurde Riemann. On peut également montrer, tou-jours en dimension quatre, que le tenseur deRiemann est l'unique tenseur d'ordre quatre li-néaire en les dérivées se
ondes de g (et leurs
ontra
tions ave
 g).

Pour résumer, le point important de 
ettese
tion est que la donnée d'une métrique per-met de déterminer expli
itement la 
onnexionde Lévi-Civita ainsi que le tenseur de Riemann.
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