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Préambule

La relativité générale d’Einstein, qui décrit
la gravitation en tant que champ classique, ap-
parait en 1915. Son impact est trés important &
la fois sur le plan conceptuel (elle relie la struc-
ture de lespace-temps & son contenu) et sur
celui des prédictions (avance du périhélie de
Mercure et déflexion des rayons lumineux!...).
Depuis lors cette théorie & été abondamment
étudiée avec des retombées trés importantes
principalement en cosmologie et astrophysique,
mais aussi plus récemment dans un domaine
plus technologique avec le systéme GPS.

Le cours pour lequel ces notes ont été rédi-
gées est un introduction & cette théorie. Son
but est de donner les bases permettant de se
faire une idée de la relativité générale et d’ap-
profondir le sujet si besoin. Dans cette optique,
les notions de géométrie nécessaires a la «mise
en équationsy des principes sont introduites pa-
rallelement a la physique.

Apres un rappel de relativité restreinte, nous
présentons les deux hypothéses sur lesquelles se
fonde la théorie : le principe d’équivalence et

*e-mail : huguet@apc.univ-paris7.fr
!La premiére vérification observationnelle de ce phé-
nomeéne est effectuée en 1919.

les équations d’Einstein. Il est impossible dans
le temps imparti de traiter ne serait-ce que les
principales applications. Nous avons donc da
faire un choix en nous limitant au probléme du
«champ central» et & la cosmologie.

Sur un plan pratique, ces notes se divisent en
deux parties : les sections 1 & 6 sont consacrées
a la physique et la section 7 introduit ou rap-
pelle le formalisme nécessaire. Un sommaire et
une bibliographie sont donnés respectivement
au début et la fin de ces notes. Des exercices
sont inclus dans le corps du texte, ils font par-
tie intégrante du cours :
& des démonstrations soit a des exemples pra-
tiques d’utilisation des notions introduites, il
est donc indispensable de les traiter.

Pour finir, rappelons qu’il s’agit de notes de
cours et non d'un cours & proprement parler,
elles sont donc nécessairement incomplétes et le
style y est trés (trop) concis. Par ailleurs, elles
comportent certainement (hélas!) des erreurs
typographiques variées... Tous les commentaires
sont appréciés et méme encouragés !

ils sont consacrés soit
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Conventions

Dans toutes ces notes, sauf mention expli-
cite, les composantes d’un vecteur V dun es-
pace de dimension n sont notées avec des ex-
posants grecs ou plus rarement des exposants
latins majuscules : V¥, 0 < u < n—1ou V4,
0 < A < n—1. Dans le cas particulier de
I’'espace usuel & trois dimensions les vecteurs
sont désignés par des caractéres gras : V. Leurs
composantes sont notées avec des exposants la-
tins : V%, i = 1,2,3. Ainsi les composantes V#*
de V € R* sont VO, VI V2 V3 et celles, V7,
de V sont V1, V2, V3. Remarquons que la po-
sition des indices n’a réellement d’importance
que dans un espace non-euclidien, il est cepen-
dant commode et prudent dans bien des calculs
de la respecter.

Les éléments d’une matrice carrée (n x n) A
sont notés A}, ot p est I'indice de la ligne, v
celui de la colonne?

Nous utilisons la convention de sommation
sur les indices répétés, ou convention d’Ein-
stein, I'intervalle de variation des indices étant
implicite. Par exemple, z#1 A" ,, A signifie :

pr1=n—1p=n—1

Z . Y

p1=0  p=0

Il est important de noter que les indices som-
més sont muets (A,B%, = A,B",)) et que leur
position verticale relative est sans importance
(A B, = A% Boy).

Le produit d’un vecteur V par une matrice
A s’écrit donc : ALVV.

Le produit scalaire usuel de deux vecteurs de
Es U,V est noté : U - V.

Le produit scalaire de deux vecteurs z,y est
généralement noté : xy.

2Pour savoir quel est la position des indices
ligne/colonne on peut se souvenir qu'un vecteur V' se
représente par une matrice colonne, 'indice du haut
dans V* repére donc chaque ligne.

0
On note 9, 'opérateur e On écrira donc :

0A = 0, AF, A¥ désignant un champ de vec-
teurs.

La métrique (cf. section 7.1) de l’espace E; 3
est (+,—,—,—). On a donc en particulier :

zo = 0 — gt

X ;

Ty = Z zhy’
Sauf mention explicite nous adopterons éga-

lement un systéme d’unité o h=c = 1.

=z’ = =o'y’

1 Intoduction : Relativités

La physique newtonienne postule au travers
du principe d’inertie ’existence de référentiels
particuliers dits inertiels. Ils persistent dans
leur état de mouvement rectiligne uniforme, ou
de repos, & moins qu’une force ne vienne le mo-
difier. Le principe de relativité affirme 1’équiva-
lence de tous les observateurs inertiels, c¢’est-a-
dire invariance des équations qui décrivent le
systéeme considéré lors du passage d'un repére
inertiel & un autre. Dans le cadre de la physique
newtonienne ce sont les propriétés mécaniques
d’un systéme mécanique qui demeurent inchan-
gées. Les changements de référentiels inertiels
sont assurées par les transformations de Gali-
lée.

Ex. 1.1 : Soit un systéme de n points matériels en in-

teraction gravitationnelle. Dans le repére inertiel
R’ leurs équations du mouvement s’écrivent :

d2x’ n m,—mj(a:'-— :
oyt )

i T

ot le vecteur x; repére le point matériel 1.
Montrer qu’elles sont invariantes sous les transfor-
mations de Galilée :

=Rx—vt+a

’
xr
{ ' =t+ao, (1)

ol R désigne une matrice de rotation, v le vec-
teur vitesse de R’ par rapport & un repére R sup-
posé fixe, a un vecteur constant correspondant a



la translation spatiale et ap un réel qui permet le
décalage de l'origine des temps.

Comme on le sait, les équations de Max-
well ne sont pas invariantes sous ces transfor-
mations. Elles impliquent par ailleurs 1’exis-
tence d’une vitesse constante de propagation
des ondes électromagnétiques dans le vide c.
La relativité restreinte étend le principe de re-
lativité au phénomeénes électromagnétiques et
prend en compte la constance de la vitesse
de la lumiére. Les transformations de Galilée
sont remplacées par celles de Lorentz. La diffé-
rence essentielle entre ces deux types de trans-
formations réside dans le fait que les secondes
«mélangenty les coordonnées d’espace et de
temps, alors que les premiéres les traitent sé-
parément. Ceci correspond a la profonde dif-
férence de structure entre ’espace-temps de la
physique newtonienne et celui de la relativité
restreinte. Le premier est décrit par Ez x R
(«espacextemps» ), ou Eg désigne 'espace eu-
clidien & 3 dimensions, c’est-a-dire R? muni du
produit scalaire usuel. Le second est ’espace de
Minkowski E; 3, c’est-a-dire R* muni du pro-
duit scalaire zy = 2%° — zy.

Historiquement, si ’on exclu les prémisses
de la mécanique quantique, ce sont bien les
équations de Maxwell qui posent probléme au
regard de la physique du début du vingtiéme
siecle. L’ajout au principe de relativité des lois
de I’électromagnétisme semble donc permettre
d’englober toutes les lois de la physique. En
fait, la relativité restreinte ne donne pas une
description correcte de la gravitation. L’ingré-
dient manquant est fourni par le lien entre
inertie et gravité qui est résumé approximati-
vement par I’énoncé : «Dans le vide tous les
corps tombent a la méme vitessey. Comme
nous allons le voir, ce fait expérimental est
a lorigine d’un principe d’équivalence, dont
I'une des conséquences est que la relativité res-
treinte n’est valable que sur des échelles de
longueur et de durée faibles devant les va-
riations spatiales et temporelles du champ de

gravitation. La relativité restreinte devient, en
quelque sorte locale. Conséquemment ’espace-
temps n’est minkowskien que localement. Une
nouvelle description de ’espace-temps est donc
nécessaire, elle utilise le langage de la géomé-
trie différentielle et plus particuliérement ce-
lui des espaces de Riemann. Mais elle fait sur-
tout apparaitre un lien entre la structure de
I’espace-temps et la gravité. La relativité géné-
rale d’Einstein ne décrit plus indépendamment
I’'espace-temps et la matiére :
en énergie de ’espace-temps qui détermine sa
structure.

c’est le contenu

Notons pour clore cette introduction que la
description de la gravitation introduite ici est
classique. Rappelons que la mécanique quan-
tique, qui est tout d’abord formulée dans
un cadre Galiléen, apparait chronologiquement
apres la relativité. Elle est ensuite généralisée
dans le cadre de la relativité restreinte et donne
naissance a la théorie des champs quantiques,
qui est a la base du modéle standard de la phy-
sique des particules. Une étape supplémentaire
consiste a étudier la théorie des champs quan-
tiques en présence de gravitation, c’est-a-dire
sur des espace-temps non-minkowskien. Mais,
la prise en compte simultanée de la physique
quantique et de la gravitation pose la question
de la description quantique de I'interaction gra-
vitationnelle elle méme, cette description est
toujours l'objet de recherches.

2 Rappels de relativité res-

treinte

2.1 Transformations de Lorentz

Considérons une impulsion électromagné-
tique émise a l'origine d’un repére inertiel R.
[’espace étant supposé isotrope cette onde est
sphérique. Le front de 'onde se déplacant a la
vitesse ¢ le rayon x de cette sphére a l'instant
t est ct, on a donc : (ct)?> = x2. Compte tenu



de la constance de la vitesse de la lumiére la
méme équation sera valable dans tout autre re-
pére inertiel R’ coincidant &t = 0 avec R, i.e. :
(ct')? = 2’*. On peut donc écrire :

($0)2 _p2 = ($/0)2 _ $/2,

(2)

0 — ¢t.

ou l'on a posé x
On voit donc apparaitre naturellement 1’es-
pace R* et le pseudo-produit scalaire® défini

par :

(3)

L’espace R* muni de ce produit constitue [’es-
pace de Minkowski noté Eq 3 dans la suite.

Avec cette définition du produit scalaire,
'expression (2°)2 —x? apparait comme le carré
de la pseudo-norme x? du vecteur = de € R%.
Par ailleurs, on peut montrer que l'invariance
(postulée) de x? entraine celle du produit sca-
laire.

On est donc conduit & rechercher les transfor-
mations linéaires* de R* qui laissent invariante
la forme quadratique 22 ou plus généralement
la forme :

(@-y?=@"—y")? —(x-9)? ()

obtenue si l'on considére 'onde émise & partir
du point y dans R. Ces transformations sont les
transformations de Lorentz. Elles sont repré-
sentées dans l'espace de Minkowski par des ma-
trices 4 x 4 notées A. Les transformations de Lo-
rentz ayant pour déterminant +1 sont appelées
transformations propres, celles ayant pour dé-
terminant —1 transformations impropres. Les
transformations telles que A% > 1 sont or-
thochrones, et celles telles que AO0 < -1
antichrones. L’ensemble des transformations
propres (resp. impropres, orthochrones et an-
tichrones) est noté L, (resp. L_, LT et L!).

zy = n(z,y) = aty, = 2%" —x -y,

®Dans la suite nous omettrons le suffixe «pseudos
chaque fois qu’il n’y aura pas d’ambiguité.

*On peut montrer que le caractére linéaire découle
de 'homogénéité supposée de ’espace-temps.

Toutes ces transformations, qui n’incluent pas
les translations spatio-temporelles, sont quali-
fites d’homogeénes. Elles constituent le groupe
de Lorentz. Lorsqu’on leur adjoint les trans-
lations spatio-temporelles on obtient le groupe
de Poincaré. On distinguera également le sous-
groupe de Lorentz (resp. Poincaré) restreint
LL (resp. ﬁl) qui ne contient que les élé-
ments connexes a l'identité. Les renversement
de temps et d’espace (parité) en sont, en par-
ticulier, exclus.

Les boosts, c’est-a-dire les transformations
de Lorentz homogeénes, propres et orthochrones
pour des repéres ayant leurs axes paralléles et
de mémes orientations, suivant un vecteur vi-
tesse v de direction quelconque, sont fréquem-
ment mises sous la forme :

j . . . 72
A .:AZ.: 52.— 3.
'l J J ﬁﬁ]’)/‘i‘l (5)

A]O :AOJ = ’7/3]7

A% =1,
avec : ,

;v 1
ﬂ =, 0=

Vi-p2
2.2 Espace-temps et simultanéité

Rappelons & présent les principales diffé-
rences entre ’espace-temps de Newton lié a la
relativité galiléenne et celui de Minkowski lié a
la relativité restreinte d’Einstein.

Pour le physicien newtonien 1’espace-temps
est B3 x R («espacextempsy»), ou E3 désigne
I’espace Euclidien & 3 dimensions, c’est-a-dire
R3 muni du produit scalaire usuel. Un événe-
ment est repéré par le couple (x,t). Géomeé-
triquement cet espace-temps est une succes-
sion d’espaces Euclidiens & 3 dimensions, des 3-
plans dans R* (Fig. 1). Une droite interceptant
ces 3-plans correspond a un observateur iner-
tiel. Notons qu’ici deux événements sont simul-
tanés s’ils sont contenus dans le méme 3-plan.



Fi1a. 1 — L’espace E3 x R. L’angle entre les 3-
plans et I’axe temporel n’a pas de sens puisqu’il
n’y a pas de relation entre espace et temps.

L’espace-temps de la relativité restreinte est,
comme nous l'avons vu, E;3. Un événement
est repéré par un point x de E; 3. Par ailleurs,
la relation (2°)? = 22 (I'équation de propaga-
tion d’un signal lumineux), définit dans R* une
variété & 3 dimensions : un cone appelé cone
de lumiére ou pseudo-sphére. Cette 3-surface
existe en chaque point de E;3 et en condi-
tionne la structure temporelle et causale. Pour
un observateur quelconque situé en un point
O, l'espace-temps se divise en trois régions : le
passé défini par les points situés dans et sur le
cone inférieur, le futur défini par les points si-
tués dans et sur le cone supérieur et [’ailleurs
défini par l’espace restant (Fig. 2). Si un point
M, quelconque de E; 3, est situé¢ a l'intérieur
du cone passé ou futur (resp. sur le cone, dans
lailleurs) 'intervalle séparant O de M est dit de
genre temps (resp. de genre lumiere®, de genre
espace) et on a OM? > 0 (resp. OM? = 0,
OM? <0).

2.2.1 Diagrammes d’espace-temps

De nombreuses situations peuvent étre repré-
sentées & l'aide de diagrammes d’espace-temps

®Dans le cas d’un vecteur on dit également isotrope.

O Ailleurs

F1a. 2 — Les différentes régions liées & 1'obser-
vateur situé en O : passé, futur et ailleurs. Seuls
le passé et le futur sont liés causalement a O.

(Fig. 3). Tl s’agit d’une traduction a deux di-
mensions (donc imparfaite) de la géométrie de
E173.

En posant chy := v et shy := —(Fv un boost
de vitesse v, le long de 'axe Ox s’écrit :

o (2 0

Le paramétre ¢ est appelé rapidité de la trans-
formation.

Un changement de référentiel se traduit donc
par une rotation hyperbolique d’angle ¢ : les
axes Ot' et Oz’ du repére R’ se rapprochent
d’autant plus du cone de lumiére® (droite x =
¢) que la rapidité ¢ est élevée. A la limite
v — ¢, c’est-a-dire ¢ — o0, les deux axes se
confondent avec la droite z = ¢. Du point de
vue de l'observateur attaché au repére R’, la
durée d'un événement dans R, repéré par un

chy shp
shep chep

La premiére bissectrice dans un systéme d’unité ou
c=1.



Fic. 3 — Diagramme espace-temps. Le cone est
le méme dans les deux référentiels inertiels.

point de l'axe Ot, se projette parallelement a
Oz’ sur I'axe Ot’ (dilatation apparente des du-
rées). La longueur d’un objet repérée par un
point de l'axe Ox dans R se projette paral-
lelement a Ot sur 'axe Oz’ (contraction appa-
rente des longueurs). Remarquons que ces deux
situations sont tres différentes : alors qu’une
mesure de durée (intervalle de genre temps)
ne nécessite qu'une horloge, la mesure d’une
longueur (intervalle de genre espace) nécessite
I’envoi et la réception différée de signaux.

2.2.2 Simultanéité

Une conséquence majeure de la structure de
I’espace-temps de Minkowski est que la notion
de simultanéité est, contrairement au cas new-
tonien, relative & 'observateur. En effet, deux
événements &1, & simultanés pour un observa-
teur donné, c’est-a-dire ayant pour coordonnées
r1 et 19 avec At = t9 — t1 = 0, se produiront
pour un autre observateur en z et zl, avec
At' # 0, comme on peut s’en rendre compte
sur un diagramme d’espace-temps Fig. 3. Par

ailleurs, les mouvements inertiels sont encore
des droites, de genre temps dans I’hypotheése de
I'impossibilité des mouvements a des vitesses
supérieures a c.

Avec les définitions précédentes deux événe-
ments ne pourront avoir un lien causal que s’ils
sont reliés par un intervalle de genre temps ou
de genre lumiére. On voit apparaitre ici la no-
tion d’horizon : un observateur ne peut «voir»
que les événements situés dans et sur son cone
passé.

Ex. 2.1:

1. Montrer, en utilisant un diagramme espace-
temps, que pour deux événements séparés
par un intervalle de genre espace :

(a) Il existe toujours un repére inertiel
dans lequel ils sont simultanés.

(b) 1 n’existe pas de repére inertiel dans
lequel ils se produisent au méme point.

2. Montrer, en utilisant un diagramme espace-
temps, que pour deux événements séparés
par un intervalle de genre temps :

(a) Il existe toujours repére inertiel dans
lequel ils se produisent au méme point.

(b) 1l n’existe pas de repére inertiel dans
lequel ils sont simultanés.

3. L’existence de tachyons, particules se dé-

placant a des vitesses supraluminiques, est
incompatible avec le principe de causalité.
Pour le mettre en évidence on considére
deux repéres inertiels R et R'. Le repére
R’ se déplagant & une vitesse v < c par
rapport & R et étant situé en x = z1 a
t=t =ty =0.
Montrer, en utilisant un diagramme espace-
temps, qu’il est possible pour un signal ta-
chyonique émis en tg = 0 dans R d’étre
regu, aprés réflexion par un «miroiry» dans
R', en t; < tg. On indiquera en particulier
les axes des repéres ainsi que les cones de
lumiére.

2.3 Temps propre

Tout ce qui a été dit précédemment, en
particulier au paragraphe 2.1, est également
vrai pour des quantités infinitésimales, ainsi



ds? = N dztdz” est un invariant. C’est égale-
ment le carré de I’élément de «longueury» dans
E1 3. Considérons une trajectoire dans Eq 3 re-
pérée par le vecteur x et paramétrée par A,
i.e. ot =2 (N). On a:
dzt(N)

dzt = ———=dA\.

) (6)

le carré de I’élément de longueur s’écrit donc :

dxt dx¥

ds® =, 2 62,
5T T N AN

(7)
On peut alors définir 'intervalle de longueur
d’une trajectoire de genre espace par :

/ dat dxv
dl .= —U#VKKdA

De méme l'intervalle de temps propre pour une
trajectoire de genre temps s’écrit :

[ dxtdzv
dr := ’I’]ﬂyﬁﬁdA

Ce dernier est la durée mesurée par une horloge
lice au référentiel suivant la trajectoire z(\). En
effet les coordonnées de ’observateur dans son
référentiel sont toujours (7,0).

Remarquons que pour une particule de masse
non-nulle, dont la trajectoire est nécessaire-
ment de genre temps, poser A\ = 7 dans (9)
montre que le long de cette trajectoire z(7) on
a:

(8)

(9)

dx* dz”

g

Pour une particule de masse nulle, la trajec-

toire est toujours de genre lumiére, l'intervalle
de temps propre est nul et on a sur x(\) :

~1. (10)

dx* dx¥

—— =0. 11
T aN N (1)
Ex. 2.2 : Une particule de temps de vie propre 7 est

produite avec une vitesse v & 'instant to = 0 dans
le repére supposé inertiel du laboratoire puis se
désintegre.

1. Préciser le probléme : repéres, données, di-
mensions d’espace-temps...

2. Faire un diagramme espace-temps de l'ex-
périence.

3. Calculer l'expression de la durée de vie ap-
parente de la particule. On posera le calcul
matriciellement et en composantes.

Covariance manifeste des lois de
la physique en relativité res-
treinte

24

Les objets mathématiques associés a la des-
cription relativiste des phénomeénes physiques
sont donc de nature quadridimensionnelle, ce
qui nécessite de reformuler dans le cadre min-
kowskien toutes les lois de la physique. De plus,
la forme de ces lois, a priori inconnue, doit
étre la méme dans tous les systémes d’inertie.
La vérification explicite du principe de relati-
vité, c’est-a-dire pratiquement de l’invariance
lors d’'un changement de repére inertiel, n’est
pas toujours simple. Une formulation permet-
tant d’éviter au maximum les vérifications ex-
plicites, i.e. ou les propriétés d’invariance des
lois de la physique sous les transformations de
Lorentz sont mises en évidence, est indispen-
sable. Le cadre naturel de cette formulation est
celui des tenseurs (cf paragraphe 7.1).

Sur un plan pratique, le critére de tensoria-
lité donné au paragraphe 7.1.7 permet d’affir-
mer que si une loi physique s’écrit X = Y,
ou X et Y sont des tenseurs de méme type,
alors cette égalité sera préservée dans un chan-
gement de base, ici une transformation de Lo-
rentz. Une relation de ce type est dite manifes-
tement covariante. Une relation manifestement
covariante est donc invariante, la réciproque est
fausse comme le montre la forme tridimension-
nelle des équations de Maxwell.

Ex. 2.3 :  Effet Doppler
On considére deux repéres inertiels R, et Re
ayant leurs axes paralleles et de mémes orien-
tations. Le repére R. est animé d’'une vitesse
constante v le long de O.x.. Une onde électroma-
gnétique plane monochromatique est émise dans



le plan {Ocze,Ocye} de Re, son vecteur d’onde
k. fait avec 'axe Oz, un angle 0.. On cherche
a déterminer la fréquence et la direction, dans
Ro, de 'onde observée. On rappelle que les équa-
tions de Maxwell dans le vide pour le 4-potentiel
A s’écrivent :

A" — 9#(9A) = 0.

On se placera en jauge de Lorenz A = 0 et
on écrira la solution en onde plane monochroma-
tique :

Az) = ak)e™ ™.

1. Rappeler les caractéristiques de cette solu-
tion : équation de dispersion, lien entre k et
« ainsi que les relations reliant les pulsation
w, fréquence v et le vecteur d’onde k. En dé-
duire qu'il est suffisant d’étudier le compor-
tement de k par changement de référentiel
pour déterminer les grandeurs recherchées.

2. Ecrire, en tenant compte de la question pré-
cédente, le vecteur k., ainsi que la relation
formelle qui le relie & ko.

3. Calculer explicitement k, en fonction de k.
et des différents paramétres de la transfor-
mation. En déduire 0, et v,.

4. Que ce passe-t'il pour 6, valant 0,7, 7/27
Comparer au cas non-relativiste.

3 La Gravitation et le principe
d’équivalence

Les équations de la mécanique Newtonienne
postulent, implicitement, ’équivalence entre la
masse inerte m; et la masse grave meg. La
premiére est le «coefficient de réponse» d’un
corps soumis & une force extérieure F' = m;a,
la seconde est le «coefficient de couplage» du
corps au champ de gravitation, ’analogue de
la charge pour un champ électrique, qui dé-
termine la force produite sur le corps par le
champ F .4, = mgg. Ces deux masses n’ont
a priori aucune raison d’étre égales. Dans un
champ de gravitation statique et homogéne le
principe fondamental de la dynamique devrait
s’écrire : m;a = megg. L'égalité ezpérimen-
tale des masses inerte et grave conduit a éri-
ger cette égalité en principe, dont une consé-

quence immeédiate est I’énoncé quelque peu im-
précis : «Dans le vide tous les corps tombent
a la méme vitesse». Un peu plus précisément,
toujours dans le cas d’'un champ statique et
homogeéne, «Aucune expérience de mécanique
interne ne peut distinguer entre un référentiel
inertiel et un référentiel en chute libre». Si le
champ de gravitation est quelconque cette pro-
priété n’est vraie que sur des distances suffi-
samment petites et durant des intervalles de
temps suffisamment courts, autrement dit loca-
lement dans ’espace-temps. On a alors le prin-
cipe d’équivalence faible :

— En chaque point de [’espace-temps, dans
un champ de gravitation quelconque, il est
toujours possible de choisir un systeme lo-
calement inertiel tel que toutes les lois
de la mécanique y aient la méme forme
que dans un systéme de coordonnées car-
tésiennes inertiel en ['absence de gravité.

C’est ’extension de ce principe a toutes les lois
de la physique qui est & la base de la théorie de
la gravitation d’Einstein : la relativité générale.
Une formulation précise de ce principe est la
suivante’ :

— La masse inerte d’un corps est égale a sa
masse grave.

— Le résultat de toute expérience locale est
mdépendante de la vitesse de 'appareillage
dans un systéme en chute libre.

— Le résultat de toute expérience locale est
indépendante de [’endroit et de [’époque ot
elle est réalisée.

Deux maniéres condensées, moins précises mais
commodes, d’énoncer le principe d’équivalence
sont : «Il est toujours possible d’annuler loca-
lement les effet du champ de gravitation» et
«L’espace-temps est localement minkowskieny.

Examinons un peu plus le principe d’équiva-
lence dans cette derniére formulation. La gravi-
tation a, jusqu’a preuve du contraire, une por-

"Une introduction a cet aspect trés fondamental des
test du principe d’équivalence se trouve dans [6].



tée infinie. Chaque corps, y compris les par-
ticules de masse nulle en raison de l'équiva-
lence masse énergie, est donc en interaction
gravitationnelle avec les autres corps de I'uni-
vers. On ne peut donc jamais s’affranchir de la
gravitation. L’observateur inertiel minkowskien
n’existe donc qu’approximativement, i.e. sur
des échelles spatio-temporelles petites devant
celles des variations du champ de gravitation.
En conséquence, le mouvement de cet obser-
vateur minkowskien, représenté par une droite
de M 3, n’existe que localement. Sa trajectoire
spatio-temporelle globale, le mouvement le plus
«droity possible, appelé géodésique, est donc
une courbe dans un espace-temps qui n’est My 3
que localement : 1’espace, au sens mathéma-
tique, de la relativité générale est courbe et «lo-
calement comme M 3», les observateurs iner-
tiels suivent les géodésiques de ’espace-temps.

3.1 Décalage vers le rouge gravita-

tionnel.

Considérons deux observateurs A et B, si-
tués dans le vide, en mouvement uniformément
accéléré de méme accélération a, portée par la
droite passant par A et B, et de vitesses petites
devant la vitesse de la lumiére. On peut donc
rapporter ces deux observateurs & un référentiel
commun. [’observateur B, que nous supposons
placé a une distance spatiale [ en arriére de A,
envoie a tg un photon de longueur d’onde A,
vers A%. L’observateur A recoit le photon a t;
tel que At =t; —tg =1/c. En At la vitesse des
deux observateurs s’est accrue de Av = a/At.

8La situation décrite ici difféere du cas usuel ou les
deux observateurs sont animés chacun d’'un mouvement
de translation uniforme avec une différence de vitesses
Awv. Dans ce cas, la longueur d’onde mesurée par A
est égale a la longueur d’onde émise augmentée (A et
B s’éloigne 'un de l'autre) de I'accroissement de dis-
tance durant l'intervalle de temps séparant 1’émission
de deux fronts d’onde consécutifs, c’est-a-dire une pé-
riode Ter,. On a donc Aops = Aem + Tem Av. De la rela-

. . _ A
tion Aem = cTapm On tire : Are=dem — =6

Z = =

Aem
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L’observateur A recoit donc le photon a la lon-
gueur d’onde \,., avec un décalage Doppler :

_Are_)\em_g

A6'!’)’1,

al

c 2 (12)
les deux premiéres égalités étant la définiton de
z et Dexpression de leffet Doppler usuel (c.f.
note 8).

Le principe d’équivalence nous affirme que le
décalage sera présent si l'accélération constante
est d’origine gravitationnelle. C’est-a-dire s’il
on imagine les observateurs A et B maintenus
immobiles dans un champ gravitationnel uni-
forme de module a. Cet effet & été vérifié ex-
périmentalement par R. Pound et G. Rebka en
1960.

Dans le cas d’'un champ quelconque ce ré-
sultat persiste mais il ne s’obtient plus avec la
seule utilisation du principe d’équivalence’

3.2 La particule libre dans un champ
de gravitation

Examinons comment le principe d’équiva-
lence se traduit en équations pour le systéme
physique «le plus simple» : une particule libre,
c’est-a-dire en chute libre dans le champ de gra-
vitation. Nous supposerons que cette particule
est de masse non nulle mais suffisamment faible
pour ne pas modifier le champ de gravitation
dans laquelle elle évolue. Elle est appelée pour
cette raison particule test.

Le principe d’équivalence implique qu’il
existe un systéme de coordonnées {z#'} parti-
culier dans lequel les équations du mouvement
de la particule ont la méme forme que dans un
systéme de coordonnées cartésiennes inertiel :

d2zm

arz
ou 'on a paramétré la trajectoire de la parti-
cule par le temps propre dr? = n#/y/dx“'dx” "

(13)

90On trouvera une généralisation au cas d’un champ
statique dans [6].



Le passage & un autre référentiel non nécessai-
rement inertiel (en rotation, accéléré,...) s’effec-
tue en passant & un autre systéme de coordon-
nées {z*}. En notant J[L‘, la matrice jacobienne,

que nous supposons inversible, de passage de
!
{z} a {z"} on a :

dat g dat

dr " odr’
En dérivant cette relation par rapport a 7 et
en reportant dans I’équation (13) on a :

s d2at d _.
S =+ =J)
modr dr *
En multipliant par Ji, et en développant le se-
cond terme, ’équation précédente devient :

d?x0 s [ O N\ dx¥ dxt
a 1 ar
T + <8x” i > dr dr ’

dx*

— =0.
dr

soit encore en utilisant (93) et le fait que les
symboles de connexion sont nuls pour g = 7
(110) :

dr? YR dr dr

Dans un systéme quelconque ’équation (13)
d’une particule libre est donc, comme attendu,
I’équation des géodésiques (102).

Pour une particule de masse nulle on ne
peut plus paramétrer la trajectoire par le temps
propre qui est nul. On peut choisir comme pa-
ramétre A := z¥, on a alors la relation (11).
On peut alors reprendre les arguments précé-
dent pour arriver & I’équation des géodésiques
le paramétre A remplagant le temps propre 7.
Ex. 3.1:

1. Montrer que I’équation des géodésiques est
obtenue en faisant varier ’action d’une par-
ticule libre de masse unité :

2 dxt dzv
S ::/ dr\/ g —— , (14)
- Mdr dr

c’est-a-dire en déterminant la trajectoire
z(7), paramétée par le temps propre, qui
rend la rend extrémale.

2. Montrer que la variation de ’action :

2 dx" dx”
S::/ dT(g ,,——),
- Mdr dr

conduit au méme résultat. En déduire
une méthode de calcul des symboles de
connexion.

(15)

3. Vérifier que (14) est invariante sous les re-
paramétrages A = a7t + b, a et b étant des
constantes réelles positives, mais que (15)
ne l'est pas.

Les géodésiques, qui correspondent de par
leur définition en terme de transport paralléle
au trajet «le plus droit» (101), apparaissent
donc également comme le chemin «le plus
courty», au sens du temps propre.

3.3 Lien avec la gravitation newto-
nienne

Revenons un instant dans le cadre de la théo-
rie de Newton et considérons une particule test,
de masse unité, en chute libre dans un champ
de gravitation décrit par le potentiel @, sup-
posé statique. Les équations du mouvement de
cette particule sont :

d’x

da?
Dans le cadre géométrique de la relativité gé-
nérale cette particule suit une géodésique de
I'espace-temps. Quels sont alors les coefficients
de connexion qui correspondent au potentiel
® 7?7 Pour le voir rappelons qu’en mécanique
newtonienne toutes les horloges attachées aux
particules utilisent le temps absolu, éventuelle-
ment avec une origine décalée et & un facteur
multiplicatif prés, c’est-a-dire que le paramé-
trage temporel le plus général est : A\ = at + b.
On peut donc réécrire (16) :

—_V. (16)

d’x dt\2 d*t
W—}—V@(a) —0, avecW—O.
En composantes, cette équation prend la
forme :
d*zt . rdiN? d*t
d—)\Q 3 d (a) O, avec d—)\2 = 07 (17)



ot I'on & utilisé la relation'® 9 = 5“8]; Par
comparaison avec l’équation des géodésiques
(102) on constate qu’il faut poser :

[y = 690;@, (18)
avec tous les autres coefficients de connexion
nuls pour retrouver le cas newtonien.

Ce résultat va nous étre utile dans la re-
cherche des équations relativistes du champ de
gravitation, ainsi que dans la détermination de
la solution de Schwarzschild.

3.4 Principe de covariance et cou-
plage minimal

L’utilisation faite du principe d’équivalence
au paragraphe 3.2 pour déterminer les effets
du champ de gravitation, i.e. la forme des
équations en relativité générale, comporte deux
étapes : écrire les équations sous leur forme
minkowskienne, puis effectuer un changement
de coordonnées pour déterminer leur forme
dans un référentiel quelconque. Ce changement
de coordonnées devient vite impraticable pour
des équations complexes. Cependant, il est pos-
sible de g’en affranchir grace & une formulation
alternative du principe d’équivalence souvent
appelée principe de covariance, qui en un sens
généralise cette méthode. Il s’énonce comme
suit!!

1. Les équations restent valables en ’absence
de gravité, i.e. elles ont leur forme cova-
riante de la relativité restreinte dés que
g = n et que les symboles de connexion
sont nuls.

. Les équations sont covariantes, 7.e. elles
gardent la méme forme sous un change-
ment de coordonnées.

Cette formulation suggére une prescription
simple pour obtenir la forme d’une équation

'"Nous somme ici dans E3, la métrique est &;;.
1On trouvera une discussion dans [13].
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en relativité générale & partir de son écriture
tensorielle en relativité restreinte : remplacer
les dérivées par des dérivées covariantes et la
métrique 7 par g. Cette prescription, qui per-
met d’inclure les effets de la gravité, c’est-a-dire
le couplage au champ de gravitation s’appelle
le couplage minimal. Par exemple, le premier
groupe d’équations de Maxwell :

O " = 4mj",
devient en présence de gravité :
V F' = 4mj”.

Une difficulté concerne les équations faisant
intervenir des dérivées croisées, puisque a la dif-
férence de la dérivation ordinaire les dérivées
covariantes ne commutent pas : [V,,V,] # 0.
De telles équations devront étre examinées au
cas par cas.

4 Les équations d’Einstein

Nous avons vu que le principe d’équivalence
conduisait, au travers d’une interprétation géo-
métrique de I’espace-temps, & considérer ce der-
nier comme une variété différentiable de dimen-
sion quatre, localement minkowskienne. Dans
ce cadre le choix d’une théorie métrique et
d’une connexion compatible et symétrique dé-
coule d'un argument de simplicité. La théo-
rie envisagée, celle d’Einstein, adopte donc une
connexion de Lévi-Civita. La métrique y joue
le role central : elle permet la détermination de
toutes les grandeurs géométriques : symboles
de connexion (110), tenseur de Riemann (115),
etc. En ce sens la métrique «est» le champ
de gravitation, ou plus précisément le potentiel
gravitationnel. Il semble donc naturel de pos-
tuler l'existence d’équations régissant la dyna-
mique de ce champ : les équations d’Finstein.

Comme dans beaucoup de situations en phy-
sique il n’existe pas de démonstration des équa-
tions d’Einstein, elle peuvent étres obtenues



par des méthodes différentes. Nous suivons
ici une démarche phénomeénologique qui prend
pour point de départ d’une part, I'idée d’Ein-
stein que les sources du champ de gravitation
déterminent la géométrie de ’espace temps et,
d’autre part, un «principe de simplicité».

La relation masse énergie £ = m, affirme que
toute forme d’énergie pése et par conséquent
est une source du champ. Nous cherchons donc
une équation du type «géométrie = énergie.
Une contrainte minimale a priori est que
I’équation cherchée se réduise a la limite newto-
nienne, champs faibles et vitesses négligeables
devant la vitesse de la lumiére, & I’équation de
Poisson A® 47Gp. La géométrie, est en-
tiérement déterminée par le tenseur métrique,
le premier membre de I'équation précédente
doit donc étre construit & partir de g. La so-
lution la plus simple ici est d’imposer une
équation ou les dérivées de la métrique sont
du second ordre et apparaissent linéairement,
comme dans 1’équation de Poisson. Ceci sug-
gere fortement la présence du tenseur de cour-
bure, seul tenseur & posséder cette propriété. Le
second membre de I’équation, quant a lui, est
proportionnel au tenseur énergie-impulsion'?
T,, dont la forme est indéterminée mais qui
doit contenir toutes les sources :
champs autres que le champ «géométrique» de
gravitation. Ce tenseur étant toujours d’ordre
deux il en va de méme du membre «géomé-
trie», le tenseur de Riemann (d’ordre quatre)
est donc exclu mais pas ses contractions : le ten-
seur de Ricci et le scalaire de courbure. L’équa-
tion cherchée a donc pour forme :

matiére et

K, CT,, avec
K, = AR, + BRgu,
on A,B et C sont des constantes. Il

est raisonnable a ce stade d’essayer direc-

12Nous n’étudierons pas faute de temps cet objet
pourtant crucial. Une introduction se trouve dans [6]
et une étude plus poussée dans [13].
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tement K, G au vu de l'équa-
tion (122), c’est-a-dire de poser A 1,
B = —(1/2) et, pour déterminer C, d’impo-
ser de retrouver 1’équation de Poisson a la li-
mite des champs faibles pour de la matiére non-
relativiste.
Ex. 4.1 : Dans cette limite seule la composante
Too = p, ou p est la densité de matiére, est non
nulle. En effet, la source du champ se réduit a la

masse ce qui correspond bien & une densité d’éner-
gie'® p. On a donc :

Goo = CToo = Cp

Gi() == 0
Gij = 0.
1. Montrer la relation Rij = %(5in. En dé-
duire R = —2RY%.
2. En admettant que gooR° o > gioR' o, mon-
trer que Goo = 2Roo.
3. En supposant un potentiel newtonien ¢ sta-
tique, montrer que Goo = 2A®P, en déduire :
C = 8nG.
Nous obtenons finalement les équations
d’Finstein
G;W =81 T. (19)

Remarquons que comme le membre «géomé-
trie» est un tenseur symétrique et conserva-
tif, il doit donc en étre de méme du tenseur
énergie impulsion. On a donc en particulier
V., T* = 0.

Si dans nos hypothéses nous n’exigeons plus
du membre «géométrie» qu’il ne contienne que
des dérivées du second ordre de la métrique,
mais jusqu’au second ordre alors il est possible
de rajouter un terme d’ordre zéro'4 Aguw- Les
équations d’Einstein deviennent alors' :

G — Aguw = 87G Ty, (20)

13pc?, si 1'on rétabli les facteurs c.

“Un terme du premier ordre n’apporterait rien de
nouveau puisqu’il peut toujours étre éliminé localement
d’aprés la condition de compatibilité.

151e signe «—» devant A est conventionnel.



A étant la célébre constante cosmologique. En
présence de cette constante la limite non-
relativiste ne conduit plus & ’équation de Pois-
son mais, tous calculs fait, & :

A® = 4nGp — A (1 4 2). (21)

Actuellement, les observations conduisent a
une valeur de A non-nulle mais trés faible et
donc compatible avec (21).

Ex. 4.2 : Montrer que dans le «vide», c’est-a-dire
pour un tenseur énergie-impulsion nul 7" = 0, les
équations d’Einstein (19, 20) se réduisent respec-
tivement a :

R, =0,
Ruv + Aguw = 0.

Les équations d’Einstein permettent a priori
de déterminer le champ de gravitation une fois
connu le contenu en matiére/énergie. Cepen-
dant, deux points sont a considérer. En premier
lieu, les équations d’Einstein présentent un pro-
bléme d’invariance de jauge analogue & celui
rencontré pour les équations de Maxwell'6 :
le tenseur d’Einstein G, qui est symétrique
dans ses indices, posséde 10 composantes indé-
pendantes tout comme le tenseur métrique et
le tenseur énergie impulsion, mais comme les
identités de Bianchi imposent que V,G* = 0
(cf. 122), soit 4 contraintes il ne reste que
10 — 4 = 6 équations indépendantes. Les 4 de-
grés de libertés correspondent a la possibilité
d’effectuer un changement de coordonnées ar-
bitraire. En second lieu, les équations d’Ein-
stein sont non-linéaires car elles incluent dans
le membre géométrie le couplage du champ
avec lui méme.

Du fait de la complexité de ces équations le
nombre de solutions analytiques connues est as-
sez limité, méme numériquement de nombreux

S Rappelons que pour F,, = 8,4, — 8, A, les équa-
tions de Maxwell se raménent & : OA, — 9,(90A) = j,,
le vecteur j désignant le 4-courant. On a
O, (OA* — 9" (0A)) = 0, ce qui laisse 4 — 1 = 3
équations pour les quartes composantes A,. Le degré
de liberté correspond & l'invariance de jauge du champ
A.
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problémes subsistent. Par chance certaines so-
lutions parmis le «plus simples» présentent un
intérét majeur (c.f. sections 5 et 6 en particu-
lier) et nombre de situations intéressantes sont
accessibles par des approximations.

5 Le champ statique isotrope

Nous nous intéressons dans cette section au
champ de gravitation statique a symétrie sphé-
rique. C’est & dire invariant par les rotations
spatiales autour d’un point fixe. On choisit ha-
bituellement ce point comme le centre d’un
systéme de coordonnées minkowskiennes car-
tésiennes {z"} ou (spatialement) sphériques
{2%7,6,0}. Ce champ est le pendant relati-
viste du champ central newtonien, c’est donc
en premiére approximation celui d’une planéte,
d’une étoile, d’un trou noir, ... Il est donc trés
important dans les applications.

5.1 Forme générale de la métrique
statique isotrope

La forme générale de la métrique pour ce
champ est donc invariante sous les rotations
spatiales, en conséquence le carré de I’élément
de longueur ne peut étre construit que sur des
quantités elles aussi invariantes : dt?, dr?, dtdr
et r2dQ?, ot r2dQ% = r?(df? 4 sin? 0dp?) est le
carré de I'élément de surface de la 2-sphére et
t = 2°. On peut donc poser'” :

dr? = A(r)dt* — B(r)dr® — 2C(r)drdt—

— D(r)r2dQ?, (24

out les fonctions A, B,C et D sont indétermi-
nées mais ne dépendent que du module du
rayon r. Le principe de covariance nous per-
met d’effectuer tous les changements de coor-
données respectant les symétries. On peut ainsi

177] est possible de démontrer rigoureusement cette
relation. Il faut pour cela préciser la notion symétrie sur
une variété grace aux vecteurs de Killing. Cette notion
est introduite en particulier dans [2].



s’affranchir du terme non-diagonal en drdt et
ramener le coefficient de la partie angulaire a
I'unité. En renommant les fonctions on aboutit
alors & la forme standard du carré de I’élément
de longueur :

dr? = A(r)dt* — B(r)dr? — r2dQ?.  (25)
Les composantes non-nulles de la métrique sont
donc :

git = A(T),

2
goo = —T,

Grr = _B(T),

Gpp = —r?sin? 6.

Ex. 5.1 :

1. Montrer qu’en posant t' := t + f(r) dans
(24) et en choisissant convenablement la
fonction f on peut éliminer le coefficient de
drdt.

. De maniére analogue montrer que poser

r’? := D(r)r® dans l'expression obtenue

conduit & redéfinir le coefficient de dr?.

La métrique étant connue les symboles de
connexion et les composantes du tenseur de
Ricci en découlent. On a en utilisant (111-114)
puisque g est diagonale :

1A’
It =_-=
oA’
. 1B’ 1A
br=ope nTape
r T .
59:_57 FT‘P‘P:_ESID 0,
1
0
L'y, = T
Fgw = —sinfcosd,
1
re,. =-, 'y = cotgd,
r

les autres symboles sont nuls. Le prime ' dé-
signe la dérivation par rapport & r. Les com-
posantes du tenseur de Ricci se calculent via
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(103) on obtient :

PLE N I E VE S

““ToB "rB 4B\A "B/
(26)

1A” 1B' 1A'/A" B’

Re==33 *75 *1a2 "5 )
(27)

r (A" B’ 1

fo=1-35(5-3)-5 @
Ry, = sin 0 Ryg, (29)
R, =0 si p#v. (30)

5.2 La solution de Schwarzschild

Examinons, & présent, comment la métrique
statique isotrope obtenue précédemment peut
constituer une solution des équations d’Ein-
stein. Elle s’interpréte comme le champ de gra-
vitation produit a I’extérieur d’une source cen-
trale d’extension finie. Les équations d’Einstein
se réduisent donc & annuler le tenseur de Ricci
(22). Les conditions aux limites proviennent de
la décroissance du champ avec la distance spa-
tiale & la source, qui impose de retrouver un
espace minkowskien & l'infini, i.e. que les fonc-
tions A(r) et B(r) tendent vers 1 dans cette
limite.

Remarquons tout d’abord que les expressions
(26) et (27) de Ry et R, donnent :

Ry R, 1/B’" A’
2t B 7 (ﬁ i E) ’
soit encore puisque R, =0,
B" A’
B + 1= 0,

ce qui impose, compte tenu des conditions aux
limites,

AB = 1.
Les équations d’Einstein se réduisent donc & :

A/
A"+2 = =0, (Ry = 0),

r
T’Al—i-A—l:O, (Rrr:(),R@@:O).



La seconde équation de ce systéme se réécrit
(rA)’ =1, qui s’intégre pour donner :

K
A(T’):l—i-?,

ot K est la constante d’intégration. On vé-
rifie que cette expression est bien compatible
avec la premiére des équations du systéme
précédent. Pour déterminer la constante K
on examine la limite newtonienne. Comme
nous l'avons vu au paragraphe 3.3, les sym-
boles de connexion non-nuls, sont donnés
dans cette limite par (18). Par ailleurs, l'ap-
proximation newtonienne implique des champs
faibles, c’est-a-dire tels que ¢ = n + h, ou h
est une perturbation ici indépendante du
temps, précisément |h,,| << 1 et Oihy, = 0.
En portant cette expression de la métrique
dans I’équation (110) donnant les symboles de
connexion on obtient :

i = Lsign (31)

00 =5 J1%00-
En rétablissant la notation 0 — ¢ et en compa-
rant & (18), on obtient : hy = 2®. Soit encore :

g = A(r) ~ 1+ 29.

[’expression d’un potentiel central newtonien,
pour une distribution de masses M, étant :
o(r) = —GTM, on en déduit la constante
K —2G M. Finalement la métrique du
champ statique isotrope dans le vide solution
des équations d’Einstein est donnée par :

—1
dr? = (1 — QG—M> dt? — <1 — 2GM> dr?—
T

.
— r2(d? + sin® 0dp?).

(32)

Cette métrique est historiquement la pre-
miére des solutions exactes des équations
d’Einstein, elle a été découverte en 1916 par
K. Schwarzschild et a joué un réle important
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dans les tests de la relativité générale : dé-
flexion des rayons lumineux et avance du pé-
rihélie de Mercure.

On peut remarquer que la valeur particuliére
der = Rg := 2G M, appelée rayon de Schwarz-
schild ou rayon gravitationnel, rend le second
terme de (32) singulier. En fait, cette singu-
larité provient du systéme de coordonnées et
ne correspond pas & un comportement singu-
lier du tenseur de courbure'®. En revanche, la
3-surface définie par r = R sépare I'espace en
deux régions, et on peut montrer qu’aucun éve-
nement pour lequel r < R; ne peut influencer
la région située en r > R,. Pour cette raison,
la 3-surface définie par r = Ry est appelée un
horizon d’événements. Une conséquence astro-
physique est que si le rayon d’un astre est infé-
rieur & son rayon de Schwarzschild aucun pho-
ton ne peut s’en échapper, d’ot la terminologie
de trou noir de Schwarzschild. En fait, seules
certaines étoiles en fin d’évolution sont dans ce
cas, pour les autres, le rayon de ’étoile est su-
périeur a son rayon gravitationnel et comme la
solution de Schwarzschild n’est valide que dans
le vide, R, n’est associé & aucun phénomeéne
physique particulier dans ce cas.

Une derniére remarque est qu’il est possible
de montrer'® que la solution de Schwarzschild
est ['unique solution isotrope dans le vide. Au-
trement dit un champ de gravitation a symétrie
sphérique dans le vide est toujours statique. Ce
résultat constitue le théoréeme de Birkhoff.

Ex. 5.2 : Nous esquissons dans cet exercice 1'étude
des trajectoires possibles dans un champ central
statique.

1. Pourquoi peut on fixer § = Z

5 sans perte de
généralité ?

2. Ecrire I’équation des géodésiques x(\) dans
ce cas. On utilisera un paramétrage (\) per-

mettant de considérer le cas masse nulle.

3. Déduire des équations pour ¢ et ¢ deux
constantes du mouvement, c’est a dire des

'80n pourra consulter [2] pour une discussion de ce
point.
19Une démonstration se trouve dans la référence [13].



af

fonctions f telles que - = 0, que I'on no-

tera E et J respectivement.

4. En utilisant le fait que £*(\) est constant
le long d’une géodésique, montrer que ’on
peut écrire :

1 (dr\? E?

5 <ﬁ) +Vers(r) =5
ot Vess(r) est un potentiel «effectify que
I’on précisera.

5. Tracer approximativement V.r¢(r) et com-
parer au cas newtonien correspondant.

6 Relativité générale et cosmo-
logie

Quelle est la structure de notre univers 7 Du
point de vue de la relativité générale c’est une
variété quadridimensionnelle M dont la géomé-
trie est reliée & son contenu énergétique par les
équations d’Einstein. Ces équations permettent
d’en décrire la dynamique une fois connus la
métrique, le tenseur énergie-impulsion et la
constante cosmologique.

Les observations montrent qu’a grande
échelle (au-dela de ~ 100 Mpc) l'univers est
trés raisonnablement homogéne et isotrope. A
ces échelles, les galaxies?” sont des objets ponc-
tuels et la répartition des autres constituants
(gaz, champs magnétiques etc...) permet de
considérer la matiére comme un fluide. On a
donc une approximation de la forme générale
du tenseur énergie-impulsion : celui d’un fluide
homogene et isotrope.

Ces observations confortent, par ailleurs,
I’'adoption du principe cosmologique qui stipule
qu’aucun observateur n’occupe de position pri-
vilégiée dans ['univers. Comme nous allons le
voir, ce principe fournit les contraintes néces-
saires & la détermination de la métrique. La
constante cosmologique doit, quant a elle, étre
mesurée.

Leur dimension caractéristique est ~ 10kpc.

D’autres observations jouent un réle majeur
dans les contraintes a imposer aux modeéles cos-
mologiques, ce sont principalement :

— La récession des galaxies, observée pour la
premiére fois par E. Hubble en 1929. Les
galaxies s’éloignent de notre Galaxie d’au-
tant plus rapidement que leur distance est
élevée. Ce phénoméne est & présent attri-
bué & I'expansion de I'univers.

— L’existence d’un rayonnement de fond cos-
mologique. Découvert par A. Penzias et R.
Wilson en 1965, son spectre de corps noir
a 2.7 K & été observé dans son entier pour
la premiére fois par le satellite COBE au
début des années 1990. Ce rayonnement,
prédit par les modéles de «big bang» est
interprété comme la trace du découplage
rayonnement /matiére au «débuty de I’his-
toire de 1'univers.

— L’abondance de divers éléments légers,
principalement 1’hydrogéne, I'hélium et le
lithium. Presque tous les éléments sont
produits par les étoiles, cependant les élé-
ments légers sont trop abondants pour étre
uniquement d’origine stellaire. Les mo-
déles de «big bang» actuels sont en bon
accord avec les observations.

Nous utiliserons uniquement le premier de
ces résultats qui se traduit entre autres par une
augmentation, & I'époque actuelle, du facteur
d’échelle a défini au paragraphe 6.2.

6.1 Conséquences du principe cos-

mologique

Dire que l'univers est homogéne signifie, en
particulier, que la densité est la méme partout
a un instant donné. Une telle notion n’a, a
priori, pas de sens en relativité générale puis-
qu’il n’existe pas de repére inertiel global. Ainsi
le principe cosmologique implique nécessaire-
ment la définition un temps universel. A une
valeur de la densité correspond un instant, le
temps cosmologique est en ce sens définit par
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la densité. Cela se traduit par le fait qu’il est
toujours possible de décomposer localement la
variété d’espace-temps M en un produit partie
spatiale, partie temporelle : V3 xR. Cela revient
& considérer un ensemble de variétés spatiales :
une a chaque instant. La métrique peut donc
se mettre sous la forme générale :

ds® = dt* — de?(t),

d¢? étant la meétrique de la partie spatiale. La
coordonnée t est le temps propre d’un observa-
teur fondamental dont la ligne d’univers est,
par définition, orthogonale aux variétés spa-
tiales V3. Un tel observateur est, par défini-
tion, en mouvement avec le fluide cosmolo-
gique, c’est-a-dire «en chute libre dans I'uni-
verss.

Nous pouvons, a présent, préciser la notion
d’isotropie contenue dans le principe cosmolo-
gique : pour un observateur fondamental quel-
conque V3 est isotrope a chaque instant. Cette
notion d’isotropie quelque soit la position, im-
plique en fait 'homogénéité. Pour le voir consi-
dérons & un instant fixé ¢ une variété spatiale V3
et un premier observateur situé en un point O
de V3, l'isotropie impose que la densité p ne dé-
pende que de la distance & O : sur une spheére
de rayon r, centrée en O, la densité est p(r).
La méme constatation vaut pour un observa-
teur situé en un autre point O’, cet observateur
peut considérer un sphére de rayon r’ suffisam-
ment grand pour que les deux sphéres aient une
intersection. Sur l'intersection on a nécessaire-
ment p(r) = p(r’) donc également sur chacune
des spheres. Cette construction peut étre éten-
due & toute la variété spatiale, finalement p est
constant sur V3.

6.2 La métrique de Robertson-

Walker

L’isotropie a une autre conséquence impor-
tante : les distances sur les variétés spatiales ne
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peuvent varier que d'un facteur d’échelle com-
mun a(t). En effet, si Pon considére trois ob-
servateurs fondamentaux situés aux sommets
d’un triangle sur une variété spatiale & un ins-
tant ¢, ils seront toujours aux sommets d’un
triangle & un instant ¢’ les deux triangles de-
vant étre semblables en raison de l'isotropie. La
métrique spatiale s’écrit donc nécessairement
de?(t) = a®(t)do?, ou do? ne dépend pas du
temps ¢. Pour préciser do? introduisons sur sur
V3 un systéme de coordonnées (z!, 22, 23), dites
comobiles, dans lequel les observateurs fonda-
mentaux on des positions constantes au cours
du temps. Dans un tel systéme on a :
do? = ~;;dz'da?, (33)

ol v désigne la métrique sur V.
On peut montrer?! que la métrique spatiale
homogeéne et isotrope la plus générale s’écrit :

1 o
5 0ij dx'dz?

do? = P
(1 + ZkTJQ)

(34)

avec 1’ = \/(x1)2 + (22)2 + (z3)2 et k = 0, £1.
En posant successivement :

xz! = 1/sinf cos ¢
22 =7’ sinfsin g
2 = 1" cos b,
puis
/
-
SR — 35
"7 + ikzra (35)
on obtient :
de? = d2(t) (LTQ +7%(d6? + sin* 0 dg02)>
1 — kr? i

(36)
Cette métrique spatiale regroupe trois cas dis-
tincts :

2lComme pour la métrique statique isotrope, la dé-
monstration s’effectue en utilisant la notion de vecteur
de Killing. On pourra consulter [2] et [13].



k = 0 : univers spatialement plat de volume
infini.
k = +1 : univers de courbure spatiale posi-
tive de volume fini.
k = -1 : univers de courbure spatiale néga-
tive de volume infini.
Ex. 6.1 :
k = 0 : Montrer que ce cas correspond a l'espace
Es3. Quelle est la distance entre deux points ?
quel est le volume de cet espace ?
k = +1: On se propose de montrer que ce cas
correspond & une sphére a trois dimensions
(une 3-sphére). On considére l'espace Eu-
clidien & quatre dimensions. Les coordon-
nées cartésiennes orthogonales sont notées
(w,z,y,2).
1. Quelle est la métrique de cet espace ?
2. Quelle est ’équation d’une 3-sphére de
rayon R dans cet espace?
Montrer que la 3-surface définie par le
systéme paramétrique suivant est une
3-sphére :
w = Rcosvy
T = Rs.lnz/)s.m@c.osga (37)
y = Rsinsinfsin
z = Rsiny cosf

avec 0 <Y <, 0<O0<met 0 <<

2.

Calculer la métrique sur cette 3-

sphére, montrer qu’elle est égale a (36)

si ’on pose sin) = 7.

k =-1: Ce cas correspond & un hyperboloide
dans un espace de Minkowski*?> L’équation
d’une telle surface est :

w® —® —y? - 22 =R’ (38)
Nous allons procéder de maniére analogue
au cas k= +1.
1. Montrer que la 3-surface définie par le
systéme paramétrique suivant satisfait
(38) :
w = Rchy)
x = Rshy s.ln 0 ({os %) (39)
y = Rshysin §sin ¢
z = Rshi) cos 0

22Cet espace joue ici le méme role que Pespace Eucli-
dien E3 pour la 2-sphére ordinaire : il sert a «visualiser»
la surface, c’est ce que 'on appelle un espace de plon-
gement. Il n’a pas de signification physique.
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avec 0 < ¢ < +00,0 < 0
p < 2.

<met0<

Calculer la métrique sur cet hyperbo-
loide, montrer qu’elle est égale a (36)
si ’on pose shy) = 7.
Montrer que le volume de cet espace
est infini.

Finalement, la métrique la plus générale
pour un univers homogéne et isotrope, la mé-
trique de Robertson-Walker, s’écrit :

ds® = dt*—

dr?
2
“ (t)<1 — kr2

40
+T2(d02+sin20d902)), (40)

6.3 Le tenseur énergie-impulsion

Pour établir la dynamique de l'univers ho-
mogéne et isotrope il nous faut, hormis la mé-
trique, le tenseur énergie-impulsion 7. Comme
nous ’avons vu au début de cette section I’ap-
proximation d’un fluide homogeéne et isotrope
est valable aux grandes échelles auxquelles nous
nous intéressons. Nous ferons I'hypothése du
fluide parfait, c’est-a-dire sans phénoméne de
transport. Son expression minkowskienne sous
forme matricielle dans un référentiel au repos
est T = diag(p,p,p,p), ou p représente la
densité d’énergie®® et p la pression. On peut
montrer que cette expression se généralise & :

™ = (p+p)ufu” —pg"”, (41)

ou u est la quadrivitesse de la matieére.

6.4 Modéles d’univers

La métrique de Robertson-Walker et le ten-
seur énergie-impulsion permettent de réécrire
les équations d’Einstein sous la forme :

0 (42)
0 (43)

i — (87GE + éA) o+ k

2ai + a® + (87TGp —A) a>+k

2311 est d'usage en cosmologie d’utiliser la notation p
(pc? dans un systeme ou ¢ # 1) pour la denstité d’éner-
gie.



L’obtention de ces équations passe par le cal-
cul, direct mais fastidieux, des composantes de
g"”, des symboles de Christoffel, des compo-
santes du tenseur de Ricci et du scalaire de
courbure. Si I'on adjoint & (42- 43) une équa-
tion d’état p = p(p) on peut, en principe, ob-
tenir p(t), p(t) et le facteur d’échelle a(t).

Ces modeéles se divisent en deux classes :
ceux pour lesquels A 0 appelés modéles
de Friedmann et ceux avec A # 0 appelés
parfois modéles de Friedmann-Lemaitre. Un
apercu des modeéles de Friedmann est donné
dans 'exercice ci-dessous. Une de leurs carac-
téristiques commune est 1’existence d’une ori-
gine des temps, 7.e. un temps t, pour lequel
a = 0. On choisit cet instant comme origine des
temps de sorte que a(0) = 0. Cela ne signifie
pas que 'univers ait réellement une origine, la
physique connue n’étant certainement plus va-
lable pour des ¢ suffisamment faibles, mais four-
nit une échelle de temps commode. Une phrase
comme : «n minutes apres le big bang» se rap-
porte & un modele (ou une classe de modeéles)

particulier.
Ex. 6.2 : Nous nous plagons ici dans le cas A = 0.
Nous supposons de plus que p + g = 0.
1. Montrer que les équations (42- 43) se ré-
écrivent :
a* —kpa® + k=0 (44)
i+ 3k(p+3p)a=0
avec Kk = S
=
2. Montrer que a(t) a sa concavité tournée vers
les t > 0.
3. Montrer & partir de (44) que l'on a :
. a
pt3(p+p)- =0 (45)
En déduire :
L (pa*) = ~3pa? (46)

Que devient la premiére des équations (44)
pourt — +oodanslescask = —let k=07
En déduire la forme de a(t) dans chacun de
ces cas, commenter.
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5. Montrer que pour k = +1 il existe un ¢,, tel
que a(tm) = 0. En déduire la forme de a(t),
commenter.

I’observation des supernovae trés lointaines
(& haut «redshifty z = 1) en 1998 par deux
équipes indépendantes («Supernovae Search
Teamy» et «Supernovae Cosmology Project») a
donné une forte indication en faveur des mo-
déles a constante cosmologique non-nulle.

Le principe de ces observations repose sur
le fait que les supernovae en question sont de
type I. Le type d’une supernovae est associé a
la présence ou non dans son spectre de certains
éléments. Dans les supernovae de type I les
raies de ’hydrogene sont absentes. Cette clas-
sification observationelle recouvre deux meca-
nismes physiques différent correspondants aux
types SN-I et SN-II, SN-III respectivement. Les
SN-I sont en fait des systéme binaires compre-
nant une naine blanche au voisinage de la masse
de Chandrasekar (~ 1.4 M), c’est-a-dire une
étoile ou la gravitation est compensée par la
pression de dégénérescence des électrons, et une
étoile compagnon. Dans ces systémes, la naine
blanche accrete la matiére de 1’étoile compa-
gnon jusqu’a déclencher sa propre explosion. La
masse a ’explosion étant voisine de la masse de
Chandrasekar on peut en déduire la luminosité
intrinseque de 1’étoile?* et donc sa distance, qui
dépend du modéle d’univers utilisé.

Depuis lors d’autres types observations ont
été effectuées et les résultats, dans leur en-
semble excluent, avec une bonne fiabilité, le
cas A = 0. Conséquemment, les modeles de
Friedmann purs ne sont plus valables et doivent
étre remplacés par les modéles type Friedmann-
Lemaitre. Dans ces derniers la dynamique de-
vient plus complexe, il existe en particulier des
modeles o a(t) est toujours positif (pas d’ori-
gine des temps). Par ailleurs, l'effet du terme
en A est de produire une expansion accélérée.

24Ce type d’objet astrophysique dont la luminosité
intrinséque peut étre déterminé théoriquement es ap-
pelé chandelle standard («standard candley).



Le point important ici est certainement
le probléme posé par la signification de la
constante cosmologique A. L’alternative a
priorila plus simple est que la constante cosmo-
logique soit une nouvelle constante fondamen-
tale. Cela motive une part des observations ac-
tuelles qui visent & mettre en evidence d’éven-
tuelles variations de A. Une autre interpréta-
tion couramment envisagée est obtenue en dé-
placant le terme g" A du membre «géométriex»
au membre «énergie» des équations d’Einstein
ce qui s’écrit :

GM = 8rGTH + Agh. (47)
Comme toute la densité d’énergie «matérielle»
est contenue dans le terme TH” le terme AgH”
est donc interprété comme la densité d’énergie
du vide. Dans ce cas l'interprétation en terme
de «fluide» pose le probleme de son équation
d’état, cette composante ayant une pression né-
gative. De plus, la valeur actuellement déduite
des observations pour cette densité d’énergie
semble incompatible avec ’estimation prove-
nant des théories quantiques décrivant les par-
ticules et leurs interactions : elle est au mieux
soixante ordres de grandeur plus élevée! Une
autre possibilité, est que la description utilisée,
i.e. la relativité générale ne soit en fait pas va-
lable...

En I’absence d’indications déterminantes sur
sa nature, I’énergie associée & la «constante»
cosmologique est appelée énergie sombre
(«dark energy»). La valeur actuelle de A in-
dique qu’elle constitue plus de 75% de ’énergie
de 'univers! Le reste étant composé majoritai-
rement de matiére sombre, i.e. dont on détecte
les effets mais qui n’est pas directement obser-
vée et dont la nature est pour une large part
inconnue, et de «traces» de matiére visible : les
étoiles suffisamment brillantes.
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7 Formalisme

7.1
7.1.1 Notations

Rappels de formalisme tensoriel

Sauf mention explicite, F, Ei,Ey, ..., dési-
gnent des espaces vectoriels de dimension fi-
nie n sur R. L’ensemble de vecteurs {e,} (resp.
{ey; }), désigne une base de E (resp. E;).

x, X1, ... et w, wy, ..., désignent respective-
ment des vecteurs de E, Eq, ... et des formes
linéaires de E*, E7, .. ..

7.1.2 Composantes des vecteurs et des
formes linéaires, base duale

On considére le dual E* de E, c’est-a-dire
Pensemble des applications (ou formes) li-
néaires a valeurs scalaires sur E. L’espace E*
est muni d’une structure d’espace vectoriel sur
R. L’addition et la multiplication par un sca-
laire étant définies par :

VYwi,wy € E*, Vo € E,

(W1 +w2)(z) = wi(x)+ wa(w),

Vw € E*,Vz € E, VA € R, (Aw)(z) = Aw(z).

Soit e** I'application de E dans R définie par :

Va € E, e (z):=ar (48)

e** est une forme linéaire sur E.
— En effet : soient z,y € E, o, € R. On pose

z = axr + Py. On a successivement :

o= g+ Byt

ae™(z) + Be™ (y)
ac™(z) + Be™(y).

et(z) =

e (az" + By")
On a en particulier :
et(z) = e (2x"e,) = x¥e™(ey),
ce qui montre par comparaison avec (48) que

et(ey) =", (49)



Pour une forme w quelconque de E* on a :
w(z) = w(zte,) = wle,) 2! = w(ey) e (x).
On pose wy, := w(ey), on a donc :

w=wy,e™r. (50)

Toute forme linéaire w se développe donc sur
les e** de plus cette décomposition est unique.

~ Siw =w, e on a d'une part w(e,) = w'(eu)d",

et d’autre part w(e,) = w(eu)d”, dolt wy = wy,.

Donc {e**} est une base de E*, dite base duale
de {e,} en raison de (49). Les quantités w,, sont
les composantes de la forme linéaire w dans la
base {e*+}.

L’action d’une forme linéaire®® w sur un vec-
teur z est donc calculée a partir de leurs com-
posantes par :
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w(x) = wyah.

7.1.3 Les vecteurs en tant que formes,
bidual

L’ensemble des formes linéaires sur E*, le bi-
dual de E, est aussi un espace vectoriel sur R,
noté E**. On peux montrer que les deux espaces
E et E** sont isomorphes.

— L’addition et la multiplication par un scalaire sont

définies par : Vo™, y™* € E*" Vw € E*, V) € R,
@ +y )W) =27 (w) +y (W),
A" (w) = Az™" (w).
Soit f l'application de E dans E** telle que f(x) =
™ avec Yw € E*, 2" (w) = w(x). L’application f
est un isomorphisme :

f est linéaire : Va,y € E,Vw € E*,Va, 8 € R

(az + By)™ (w) w(azx + By)
aw(z) + Bw(y)

az™ (W) + By (w)

f est bijective : On a f(e,) = e};" avec Vw €
E*, e} (w) = w(e,). En particulier pour w =
e, de. e (") = e"(ey) = 07, donc
{€};"} est la base duale de {e""}.

5 Cette action est fréquemment notée (w,z). Ce pro-
duit est différent du produit scalaire, définit entre deux
vecteurs.
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On convient donc d’identifier les éléments de
E** de E, ce qui correspond pour ce qui
est des notations & supprimer les **.

N

a ceux

7.1.4 Applications multilinéaires, ten-
seurs, champs de tenseurs

Une application f de Ey xEgx---xE, dans R
est multilinéaire ssi elle est linéaire en chacune
de ses variables. Nous allons nous intéresser &
un cas particulier d’applications multilinéaires
trés importantes en physique : les tenseurs.

Un tenseur p fois covariant et q fois contra-
variant *®, on dit encore de type (2 ) est une
application multilinéaire de (E*)? x E? dans R.
Le nombre p + q est ["ordre du tenseur.

En particulier les tenseurs de type (8), (?) et

((1)) s’identifient respectivement aux scalaires,
aux formes linéaires et aux vecteurs. Le premier
de ces tenseurs est d’ordre 0 alors que second
et le troisiéme sont du premier ordre.

La notion de champ de tenseurs est définie
de maniére analogue & celle de champ de vec-
teurs : les composantes dépendent de la «po-
sition» dans l’espace considéré. Remarquons
qu’un champ scalaire n’est autre qu’une fonc-
tion de la «positiony.

Les composantes de 1’application multili-
néaire f de E; x Eo x --- x E,; dans R, par
rapport aux bases {e,, }, sont les nombres

fm---un = f(em, cee ’ell«n)7

pour un tenseur 71" de type (Iq) ) cette expression
27 -

(51)

devien

fi1-p * *
T P T, .. .,e ey, ... e,).

(52)

V1 Vg
7.1.5 Opérations sur les tenseurs

Les opérations sur les tenseurs sont des cas
particuliers d’opérations sur les applications

261 raison de cette terminologie est donnée ci-aprés.
270n veillera a respecter dans cette expression la po-
sition (décalée) des indices.



multilinéaires, nous nous restreindrons néan-
moins au cas tensoriel afin d’alléger ’exposé.
-Combinaisons linéaires :
o1y + BT, ou T et Ty sont des tenseurs
de méme type (Z ), a, # des scalaires, est
un tenseur défini par :

(o1 + 1) (w1, ... Wp, X1, ..., Tg) =
aTi(wy, ... ,wp, T1,...,Tq) +
BT (wis .. Wy, T1,y .., Tyg),

ses composantes sont :

(aTI + ﬁT2)M1MMp vivg
QR

iy +BTH

- Produit tensoriel :

Le tenseur (7 ® Tz) noté également 1175,
ou 17 et T5 sont des tenseurs de type (5 ) et

H1-Hp
aTI v1-Vg

(:) respectivement, est un tenseur de type

(Sj;;) défini par :
(Ty @ To) (w1, .-, Wp, X1, ..., Ty,
Wptls o sWphry Lgtly -« Lgts) =
Ty (Wi, Wy, T1,y ..., Tg)
To(Wpt1s -y Wptrs Tgls -« s Tgtr),
ses composantes sont :
(Tl ® TQ)MWMP vyl Hort e Vg+1°Vg+s
:Tlﬂl-"ﬂp Vlmquzﬂval"'Mpv;;rlmyﬁs
-Contraction :

A partir d’'un tenseur de type (g), p =
1,g > 1, il est possible de former des
tenseurs d’ordres plus petits en sommant
sur une ou plusieurs paires d’indices co-
variants/contravrariants. Cette opération
est appellée contraction. Par exemple :
—si T est un tenseur de type (‘(i) de
composantes T*"°,, on peut former par
contraction trois tenseurs différents de
composantes T‘“jéﬂ, ™, T‘“"S(S.
— si T et Th sont deux tenseurs de types
(;) et (g) 'objet de composantes 74" =

T{‘aﬁ TQO‘VB est un tenseur de type (3)

7.1.6 Espaces de tenseurs

Considérons ’ensemble des tenseurs de type
(Iq) ) fixé, c’est un ensemble d’applications multi-
linéaires. D’apres le paragraphe précédent il est
naturelement muni, via la définition des com-
binaisons linéaires de tenseurs, d’une structure
d’espace vectoriel. Cet espace est appelé le pro-
duit tensoriel des p espaces E* et ¢ espaces F,
ses éléments sont les tenseurs de type (p ) Il est

q
noté : QE* ® E.
P q
On peut montrer qu’une base de cet espace

est donnée par ’ensemble des produits tenso-
riels {e,, ® - ®ey, ® e ®@--- @ e} Un
tenseur 17" de type (Iq) ) se développe sur cette
base suivant :

T=T"" ey @ ®ey®

® e*l/l ® . ® e*l/q. (53)

Ex. 7.1 : On veux montrer que I’ensemble Z des pro-
duits tensoriels {e,, ®---®e,, ®e™ Q.- -®e ™1}

constitue bien une base de  F* @ E.
p q

1. Montrer que 'on a :

* * o
(1 ® - ®eu, @™ @ @)W =
«@ e} v v,
R PR

2. En utilisant la definition des composantes
d’un tenseur en déduire que T se developpe
bien sur 4, i.e. que % engendre I'espace des
tenseurs de type (5).

3. Montrer, que & est une famille libre.

7.1.7 Changement de base, critére de
tensorialité

Considérons le passage d'une base {e, } 4 une
28 .
base {e,/}**. On a :

e = Ay ey, (54)

%Nous adoptons ici la convention de distinguer la
«nouvelle» base par des indices primés.
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ol AZ, désignent les éléments de la matrice

de passage?”. Les éléments de la matrice in-
verse A~! sont notés Az/, on a donc AA™! =

v g . sv -1 — AV pa _ sV
A AL = 0", et ATA = AaA,u.— 0" -
Le passage de la nouvelle base & ’ancienne est
donc :

ey = AZ/ ey (55)

Le changement de base duale s’écrit :
P Aff/ e (56)
et = AN e (57)

Les composantes d’un vecteur x et d’une
forme linéaire w se transformeront respective-

ment comme :

o= A g (58)
wp = Ay wy. (59)

Ex. 7.2 : Retrouver les expressions (56 a 59).

On constate que les composantes des formes
ont le méme comportement sous un change-
ment de base que les vecteurs de base eux-
mémes, elles sont pour cette raison dites cova-
riantes. Les composantes des vecteurs, a I'op-
posé, sont dites contravariantes.

Pour un tenseur de type (Z ) le changement
de base s’écrira d’apres (52) :

Tuﬁ---u; _

.y
vyly

7 2
Ky Fp
Aﬂl T Aﬂp

(60)

vyt
AT,

A
1

On peut montrer30, que réciproquement :

— Les quantités T" 1 v, Ottachées aux

bases {e,, } de (E*)P x E1, sont les compo-

santes d’'un tenseur déterminé si elles se

transforment sous un changement de base

quelconque suivant (60).

29Ce ne sont pas les composantes d’un tenseur puis-
qu’ils référent & deux bases différentes du méme espace.

30Ce théoréme est trés souvent utilisé comme défini-
tion d’un tenseur.

7.1.8 Tenseurs constants

Les tenseurs constants sont tels que leurs
composantes ont la méme valeur dans toutes les
bases. Citons quelques exemples importants :

— Le tenseur nul.

— Le tenseur de Kronecker § dont les com-
posantes valent 1 si les deux indices sont
égaux et 0 sinon.

— Le tenseur métrique 1 d’un espace min-
kowskien (cf. ci apres).

Ex. 7.3 : Vérifier explicitement, dans ’espace de Min-
kowski & 2 dimensions, que 71,/,/ = Ny, NUMETI-

quement. La matrice de changement de base est
ici la transformation de Lorentz A.

7.1.9 Tenseur métrique, espaces eucli-
diens et minkowskiens

Le tenseur métrique g, appelé plus commu-
nément «métriquey, est un tenseur de type (g)
symétrique. Ses composantes sont donc g,,. Si
det(g) # 0, il est dit non-dégénéré et définit
dans ce cas sur ’espace E un produit scalaire.
Lorsque g n’est pas défini positif on emploi sou-
vent le terme de pseudo-produit scalaire.

La définition d’un produit scalaire entraine
celle de l'orthogonalité
orthogonaux lorsque leur produit scalaire est
nul. Remarquons que les vecteurs z tels que
g(x,z) = 0, sont, par définition, orthogonaux
a eux-meémes.

deux vecteurs sont

Un espace est euclidien (resp. minkowskien)
si sa métrique peut s'écrire! g, = 6, (resp.
guo = 040, gij = —0i;) en tout point de l'es-
pace. On note le tenseur métrique minkows-
kien 7, la notation g étant réservé au cas plus
général ol les composantes peuvent dépendre
de la position, ce qui se produit dans un sys-
téme de coordonnées curvilignes ou sur un es-
pace courbe (cf. 7.2).

31 A la convention de signe prés. L’espace est euclidien
(resp. minkowskien) également pour g,, = —d,, (resp.
guo = =00, gij = +0i5).
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7.1.10 Covecteurs, reégles d’abaisse-
ment et de relévement d’indices

Le tenseur g permet d’établir une bijection
entre les vecteurs et les formes linéaires : a
chaque vecteur de composantes z* (indice en
haut), on associe la forme linéaire de compo-
santes x, := g,,@” (indice en bas). La notation
x désigne a la fois le vecteur et la forme cor-
respondante, souvent appelée dans ce contexte
covecteur.

— En détails on procéde comme suit : a chaque vec-
teur x on associe la forme linéaire w, := g(z,)
de composantes wz, = gu.x” de telle sorte que
pour un vecteur y quelconque de E on ait w,(y) =
g(z,y). Avec ces notations, on définit également
’application bilinéaire symétrique ¢g~* de E*xE*
dans R par g~ (ws, wy) = g(,y), ses composantes
sont notées g"”. On a d’une part :

g_l(wszy) Wapwyw g’
= walew)wy(en)g"”
= g(z,en)g(y,e)g"”
= 2%’ gangsng"”
et d’autre part,
g_l(wx7wy) g(m,y)
_ a, f3
xz y gaﬁ7
d’ott par comparaison :
9" gor = 6" . (61)

Si I'on considére g,,, comme les éléments d'une
matrice g"” sont donc les éléments de la matrice
inverse.

Considérons a présent une forme linéaire w quel-
conque de E*, z le vecteur de E de composantes
¥ = g""w, et y un vecteur quelconque de E on a
successivement :

m
WulY

8y wayt

w(y)

9°7 g wa y"
g(z,y),

c’est-a-dire w = w;. Ce qui montre qu’a toute
forme linéaire est associé un vecteur. On convient
alors de définir les composantes covariantes d’un
vecteur x par :

(62)

L v
'CEI»L L gl»“’x I
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ces composantes sont, comme nous venons de le
voir, celle de la forme linéaire w,. Les formes li-
néaires sont dans ce contexte appelées covecteurs
et sont dénotées par les mémes symboles que les
32 j.e. x désignera le vecteur de compo-
santes z" et la forme de composantes z,. On aura
de maniére analogue a (62) :

vecteurs

B o pv
" =g""x,,

(63)

Le lien entre vecteur et forme linéaire se gé-
néralise aux tenseurs. Ainsi, sur le plan du cal-
cul, la définition (62) et son analogue (63),
peuvent étre considérées comme des régles de
relévement et d’abaissement d’indices. Pour
abaisser (resp. relever) l'indice a@ d’un tenseur

de composantes T" " ¢ (resp.T ., ..)on
écrira :
T, b0 (6)
T @ g’T 5. (65)

On récrira en particulier (61) comme
9"go, = ¢",. On a donc numériqguement
g", = 4", bien que g, # d,, en général.

7.1.11 Bases et systémes de coordon-
nées

Le choix d’un systéme de coordonnées est
fonction du probléme que 'on étudie. Dans
un systéme de coordonnées cartésiennes ortho-
gonales®® les repéres sont des systémes d’axes
portés par des vecteurs de base orthonormés
d’orientation constante.

On peut envisager, des bases et changements
de bases plus généraux. Il suffit par exemple de
considérer, au lieu de coordonnées cartésiennes,
des coordonnées curvilignes, {e,} désignera
alors un ensemble de quatre vecteurs linéaire-
ment indépendants tangents aux lignes de co-
ordonnées. On appelle une telle base base coor-
donnée. Le passage d'une base {e, } a une base
voisine {e), } s’effectuera toujours a 'aide des

32Ces notions sont tout a fait analogues a ce
bra et de ket rencontrées en physique quantique.
33 Au sens de la métrique g de Pespace.
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expressions (54), mais ce changement sera infi-
nitésimal, la matrice de transformation étant la
matrice jacobienne de la transformation faisant
passer des coordonnées z aux coordonnées z’.
En effet, un «vecteur infinitésimal®4» de com-
posantes dz* dans {e, } aura pour composantes
dans la base voisine {e},} : det = 9,2t dxh.
On a donc pour la matrice de changement de
base :

T = g (66)
Son inverse??

Tty = Ot (67)

)
relie les bases suivant (54), i.e. e = Jy ey

Remarquons que dans le cas ou J est un
changement de référentiel inertiel dans ’espace
de Minkowski, ’expression (67) est une trans-
formation de Lorentz.

Ex. 7.4 : Montrer que I'on a bien :

gp.’u/ = J::/ J:/gy‘]/ (68)

Rien n’oblige & ce que les vecteurs de base
soient reliés aux coordonnées que ’on utilise.
En fait, un ensemble de n vecteurs {e,} de
I’'espace E pour constituer une base doit sim-
plement permettre la décomposition unique de
n’importe quel vecteur x de I'espace : v = x¢e 4,
z# étant les composantes de x dans la base
{ea}. Ce type de base est dit non-coordonnée.
Dans un cadre relativiste ce sont les bases
pseudo-orthogonales qui sont utilisées®®, elles
vérifient :

(69)

_ _ Mmoo v
Q(EA, EB) = Nap = Guv€a€p-

Dans cette expression €, désigne la composante
w du vecteur e, rapportée a la base cartésienne
orthogonale usuelle {e, }.

3 Nous verrons au paragraphe 7.2.3 qu'il s’agit en fait
de formes.

35Nous supposerons que la transformation n’est pas
singuliére.

36Dans un espace a quatre dimensions on désigne ces
bases générales sous le nom de tétrades, ou «vierbeins».
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Si I’on se place dans Eq 3 une telle base {€,}
comprendra un vecteur de genre temps et trois
vecteurs de genre espace®’

7.1.12 Dérivation dans les espaces eu-
clidiens et minkowskien

La relation 0,y = (0,ya")0, peut s’interpré-
ter a 'aide de (67) comme un changement de
base infinitésimal, on en déduit que d,, se com-
porte comme un covecteur. Le vecteur corres-
pondant sera donné par®® : 9 = ¢"9,.

On va donc pouvoir former de nouveaux ten-
seurs par dérivation : a partir du tenseur de
composantes T, i.e. de type (f), on pourra
former, par exemple les tenseurs 9,7",), de
type (3), et 9,17") de type (1) Notons que
la dérivation est fréquemment notée par une
virgule ainsi 9, T",” peut s’écrire T",7 .

Soulignons que le caractére tensoriel des ex-
pressions ot intervient 0 disparait en coordon-
nées curvilignes et en relativité générale.

7.2 Les espaces courbes
7.2.1 Variétés différentiables

Un exemple d’espace courbe est fourni par la
sphére. Pour la décrire une méthode consiste &
la cartographier : une région suffisamment pe-
tite étant assimilable & un une région du plan
on représente la surface sur un ensemble de do-
maines plans : les cartes. Pour que cette repré-
sentation soit fidéle plusieurs conditions sont
nécessaires :

1. L’ensemble de toutes les cartes, 1’atlas,
doit couvrir toute la surface.

. Deux points voisins sur la sphére doivent
étre voisins sur la carte ou ils sont repré-
sentés.

3TLes vecteurs de genre lumiére, qui sont orthogonaux
a eux méme, ne peuvent étre présent dans une base.

380n a donc O = —.
oz,



3. On doit pouvoir passer contintiment d’une
carte & une carte voisine et si deux cartes
se recouvrent partiellement, leurs indica-
tions doivent coincider.

La notion de wariété différentiable est la tra-
duction formalle de cette construction. Nous la
donnons ici afin de fixer la terminologie. On
dira que M est une variété différentiable a n
dimensions si :

1. M est un espace topologique.

2. M est munie d'une famille de couples
{(U;, i)} on, {U;} est une famille d’ou-
verts recouvrant M, ¢; est un homéomor-
phisme3? de U; vers un ouvert de R™.

3. Si U; et U; sont tels que U; N U; # @,
Papplication ¢; o goj*l de ¢;(U; N U;) dans
©i(U;NUj) est indéfiniment différentiable.

Dans cette définition le premier point est
une structure minimum nécessaire pour dé-
finir la notion de points voisins. Le second
point formalise les notions de cartes : le couple
(Ui, i), et d’atlas : 1a famille {(U;, p;)}; @i est
I'application coordonnée elle fait correspondre a
un point P de U; un point (un vecteur) de R
de coordonnées notées {x’(‘z)} ou plus simple-

ment*? 2(P) = {z*}. Le dernier point assure
que la condition 3. de ’exemple précédent est
satisfaite.

Une variété?! est donc, d’apreés le point 2, un
espace «localement comme R"».

7.2.2 Espace tangent, espace cotangent

A ce stade, aucune des notions permettant la
construction des tenseurs n’est présente sur M,
nous ne disposons méme pas d’espace vectoriel !

39 Application continue possédant une application ré-
ciproque continue.

“OPour ne pas alourdir les notations nous confondrons
@i et x(;), de plus comme nous n’aurons pas dans la
pratique a utiliser explicitement des familles de cartes
nous supprimerons l'indice ().

“Le terme différentiable sera toujours sous-entendu.

Pour construire des vecteurs sur M, nous allons
généraliser la notion de vecteur tangent.

Considérons une courbe sur M*2, paramétrée
par A, il lui correspond des coordonnées z#(\)
(dans plusieurs cartes si besoin). Plagons nous
au voisinage d’un point P et considérons un
élement f de F(M), Pensemble des fonctions
de M dans R. La dérivée de f au point P le
long de la courbe paramétrée par A est :

(), =5 (),
dz*(X)
dA

la tangente en P, on peut le voir comme un
vecteur vitesse. La relation (70) peut se récrire
VHO, f, avec

(70)

Dans cette expression < > est porté par
P

VH .= (dx“()\))P'

Y (71)

Comme f est quelconque, on définit*3 le vec-
teur tangent V' au point P par :

Vo= (i)P — v, (72)

dA
Ainsi, en géométrie différentielle, les vecteurs
sont des opérateurs agissant sur des fonctions
de M dans R.

L’ensemble des vecteurs tangents au point
P forme un espace vectoriel**, appelé espace
tangent et noté Tp M (fig. 4).

Le dual de 'espace T M, noté T5M est ap-
pelé espace cotangent. Ses éléments, les applica-
tions linéaires agissant sur T M, sont appelées
1-formes.

Nous disposons, a présent d’un espace vecto-
riel et de sont dual. Il nous reste & préciser, les
bases {e, } et {e**} de TpM et TpM ainsi que
les matrices de changement de bases.

*2Plus rigoureusement, M est une sous-variété de R™.

430n identifie en fait toutes les courbes donnant le
méme vecteur tangent au point P.

4 Cela découle directement des propriétés linéaires de
la dérivée.
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R"

F1G. 4 — Vecteur et plan tangent au point p.

7.2.3 Bases et changement de base

La définition (72) montre directement que
{0} apparait comme la base attachée aux co-
ordonnées locales z#. On aura donc :

ey =0y (73)
Une 1-forme particuliére, la «1-forme gra-

dient» df va nous permettre d’identifier la base
duale de T3 M. Elle est définie par :

YW eTpMNfeFM),d(V):=V(f).
(74)
En appliquant cette définition a f = z* et
V =e¢,0na:

dz”(e,) = O’ = 6" (75)

-
{dx#} est donc la base duale de {9, }. On a® :

et = dxt. (76)

Une 1-forme w de THM se décompose donc
comme :

w = wydzh, (77)

w,, désignant les composantes de w relative-
ment & la base {dx*}.

450n remarquera qu’ici dz* n’est pas la v-iéme com-
posante du vecteur dx.
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Ex. 7.5 : Vérifier que :

le développement de df sur la base {e"*}
redonne l'expression habituelle de la diffé-
rentielle de f.

. Paction w(V) d’une 1-forme w de T7M sur
un vecteur V de Tr» M est donnée par :

w(V) =w, V", (78)

Déterminons, a présent, les matrices de pas-
sage d’'une base a une autre pour T, M et T M.
Un changement de base correspond a un chan-
gement de coordonnées, c’est-a-dire au pas-
sage du systéme {z/} d’une carte a celui {z*'}
d’une autre. Un vecteur V de T» M est indépen-
dant du systéme de coordonnées. On a donc,
pour un un élément f quelconque de F(M),
VH(Ouf) :/V“,(ﬁu/f), en choisissant pour f la
fonction ¥ on obtient :

VH = 92t v (79)

Ex. 7.6 :

1. Montrer en considérant l’effet d’un change-
ment de coordonnées sur la 1-forme df d’un
élément f quelconque de F(M) que l'on a :

e = Opate,. (80)

Retrouver ce résultat en considérant 'effet
d’'un changement de variables sur la diffé-
rentielle d'une fonction f & valeur dans R.

Les matrices de changement de bases sont
donc données par les expressions (66, 67).

Les bases précédentes sont des bases co-
ordonnées (c¢f 7.1.11). On peux montrer*6
qu’elles sont caractérisées par la relation :

[6#, 61/] =0,

ol le commutateur de deux vecteurs U et V est
définit par :

VfeF(M),
U, VI(f) =UWV(f) = VU())-

“6Voir par exemple [12].

(81)




7.2.4 Champs de vecteurs et de ten-
seurs sur M

Les vecteurs, et plus généralement les ten-
seurs, utilisés en physique sont, en fait, le plus
souvent des champs sur M : ils sont fonction
de la position, cette dépendance n’est pas ex-
plicite et c’est le contexte qui précise la nature
de 'objet. On dira que V' est un champ de vec-
teurs sur M si chacune de ses composantes est
une fonction?” de M dans R. L’ensemble des
champs de vecteurs sur M sera noté H(M).
Les champs de tenseurs sont définis de maniére
analogue, I’ensemble des champs de tenseurs de
type (2) est dénoté 7 (M).

Remarquons que contrairement au vecteur
qui appartient & l'espace tangent en un point
P. Le champ de vecteur est définit en chaque
point de M. I.’espace des champs de vecteur est
donc constitué de I’ensemble des espaces tan-
gents, il est donc trés différent de T» M. Nous
n’aurons pas besoin ici d’étudier cet espace®®
Notons, pour fixer la terminologie, qu’il s’agit
d’un cas particulier d’espace fibré appelé na-
turellement le fibré tangent et que 1’on note
TM. La méme remarque s’applique aux autres
champs, en particulier les champs de 1—formes
appartiennent & un espace regroupant tous les
espaces cotangents 15 M, noté TM*, qui pos-
séde une structure analogue a T'M et s’appelle
le fibré cotangent.

Donnons nous, & présent, un champ de vec-
teur V. Une courbe (), A € R dont le vecteur
tangent en x(\) fixé est V (z())), c’est-a-dire
telle que :

dx*

= VEE(),

est appelée courbe intégrale de V', car elle est
solution de I’équation différentielle précédente.
Nous dirons qu’une telle courbe est engendrée
par le vecteur V. Comme V est un champ de

4TSupposée infiniment différentiable.
“0n pourra consulter [12] pour une introduction.
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vecteur il engendre un ensemble de courbes qui
constitue ce que 1’on appelle le flot*? de V.

Ex. 7.7 : Déterminer le flot des vecteurs :

1. V= —y0; + 20y,
2. V =4y0s + x0y.

7.2.5 Transport paralléle, dérivée cova-
riante et connexion affine

Au paragraphe 7.1.12 nous avons montré que
I'opérateur 9, se comporte comme un vecteur
dans E; 3 (en coordonnées cartésiennes ortho-
gonales) et qu’en conséquence la dérivée d'un
tenseur est un tenseur. Cette propriété n’est
plus vraie pour une variété quelconque.

La difficulté peut étre vue de la facon sui-
vante : la dérivée en un point, par exemple d'un
vecteur par rapport & une coordonnée x”, est
définie par :

Vi(x + Az) — VH(z)
Az?

lim
Az —0

B,V = (82)

pour chaque composante de V. Cette expres-
sion fait intervenir a priori deux point diffé-
rents I'un P de coordonnées {...,z",...}, no-
tées {x}, Vautre P’ de coordonnées {...,z" +
Az”, ...}, notées {x + Ax}.

Dans un espace euclidien ou pseudo-euclidien
comme E; 3 en coordonnées cartésiennes ortho-
gonales, cela ne pose pas de difficulté puisque
le vecteur au point P peut étre transporté sans
changement en P’. Le probléme apparait pour
des coordonnées curvilignes, les vecteurs de la
base®® {é,} changeant avec les coordonnées.
On peut le voir sur ’expression suivante ou OV
désigne symboliquement le «gradient» de V', on
a:dV =0(Vte,) = (OVH)e, + VFO(é,). Le
second terme du membre de droite prend en
compte la variation des vecteurs de base. Sur

“OCette terminologie est empruntée 3 I'hydrodyna-
mique les courbes engendrées par V' étant dans ce cas
les lignes de courant suivies par les particules fluides.

*ONous notons ses vecteurs avec un ~pour la distin-
guer de la base des coordonnées cartésiennes.



une variété M quelconque cette variation pro-
vient du déplacement dans ’espace lui méme et
non plus d’un choix de coordonnées. Une géné-
ralisation de (82) doit permettre de comparer
des vecteurs situes en des points différents et
donc appartenant & des espaces tangents diffé-
rents.

La solution & ce probléme consiste a trou-
ver un moyen pour effectuer un transport pa-
ralléele des vecteurs, et plus généralement des
tenseurs, d’un point & un autre. Ce moyen est
fournit par la définition d’une connezion affine
qui permet, & son tour, la définition d’une déri-
vée covariante. Pour motiver la définition for-
melle de la connexion affine et de la dérivée
covariante, nous allons tout d’abord chercher &
construire cette derniére de facon heuristique.

Considérons un vecteur V', nous souhaitons
comparer V(z) a V(z+ Az) au méme point de
coordonnées {z+Ax}. Pour cela nous transpor-
tons V' (x) sans changement en = + Az, le vec-
teur transporté est noté V(x—i—Ax). La quantité
Az étant infinitésimale on peut se convaincre®!
que le vecteur transporté est donné par :

V(x4 Az) = V¥ (x) - T#, (2)V¥(z)Az",
(83)
ou le coefficient, pour l'instant indéterminé, I’
est appelé coefficient de connexion. Nous pou-
vons alors donner un sens a ’expression :

Vi (z 4+ Az) — Vi + Ax)
Azv ’
(84)
1™ composante de la dérivée covariante® par
rapport® a z¥ de V en x. Cette expression peut

lim

VvV, VF .=
Ax?—0

5! Cette expression assure que la somme et le produit
par un scalaire de vecteurs transportés soit égale au
transporté de la somme et du produit.

2A ne pas confondre avec la dérivée covariante de
la 11*™® composante de V que nous noterons : V, (V*).
Une notation moins ambigué serait (V. V)*. Nous nous
conformerons cependant le plus souvent a 'usage.

33Ce point sera précisé plus loin.

se récrire :
M Azx) — VH
YU = lim Vi (x4 Ax) — VH(x)
Azv—0 Azv
I3 _ Ve
© lim Vi(z) -V (x—l—Ax)’
Azv—0 Azv

ce qui, avec (83), devient :

V,VH =0,V +TH V. (85)

Les symboles de connexion traduisent donc la
«correction» a la dérivée due au transport,
c’est-a-dire au changement de vecteurs de base.

Donnons, & présent, une définition formelle
d’une connezion affine : c’est une application
V de H(M) x H(M) dans H(M) qui a deux
vecteurs V et U associe le vecteur V., U tel que :

Vo(U+W) = V,U+V, W, (86)
Vywl = V,U+VyU, (87)
Vv(fU) = V(HU+ VU, (88)

ViU = VU, (89)

avec W € H(M) et f € F(M).

Montrons que la définition de la connexion
redonne l'expression (85) de la dérivée cova-
riante d'un vecteur. Avec (89) puis (88) on a :

VU = VAV, (U,)
= VHeu(U")e, +U"Ve,e0),

ot Ve,e, est par définition un vecteur, il se
développe donc sur la base {e,} :

Ve, =1, ¢ea, (90)

ot 'on a posé, V, := V,,. Cette relation dé-
finit les symboles de connexion I'. En portant
(90) dans l'expression de V, U et en tenant
compte de e, = 0, il vient :

VeV, U = VH0,U% +T°,U" )eq. (91)
On a donc,

V.U =9,U% +1°,U",
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FiG. 5 — Transport du vecteur U le long de la
courbe engendrée par V.

qui est précisément l’équation (85). Les sym-
boles de connexion, qui apparaissent dans (90)
comme les coefficients du développement de
Ve, dans la base {e,}, prennent en compte
la «déformation» de la base lors du transport
comme annoncé au paragraphe précédent. On
peut donc interpréter géométriquement le vec-
teur V.U comme une mesure de la «différence
de parallélisme» entre U et son transporté (Fig.
5). Un vecteur U sera transporté parallelement
le long d’une courbe engendrée par un vecteur
V gl vérifie :

vV, U =0. (92)

En fait, c’est plus précisément la connexion,
dont découle 'expression de VU, qui définit
une notion de parallélisme sur la variété.

Il est important de remarquer que comme
(91) n’est autre que la décomposition du vec-
teur VU sur la base {e,}, et que la compo-
sante V#(9,U*+T,,U") est la contraction du
vecteur V et de la dérivée covariante de U, cette
derniére est nécessairement un tenseur.

Ex. 7.8 :

1. Montrer, a l’aide de (90) et en se rappelant
7’ !

que J!' := d,x" n’est pas un tenseur que

les symboles de connexion se transforment
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suivant :
D = J0 IS T+ 00 (O J). (93)

2. En déduire la loi de transformation de la
difféerence de deux symboles de connexion,
i.e. calculer :

Y

5’ 6
Fuly/ffu/l,/.

Les symboles de connexion ne sont donc pas
des tenseurs, mais la différence de deux sym-
boles (pour des connexions différentes) est un
tenseur.

Pour généraliser la notion de dérivée cova-
riante & un tenseur d’ordre quelconque partons
de la décomposition (53) :

T=1"" v1-vg Gun - 6ﬂp®
ReM Q.- ® e,

Le tenseur T est exprimé par des vecteurs, des
1-formes et des fonctions (les composantes). Il
faut donc généraliser ’action de V,, aux fonc-
tions et aux formes. Pour ce faire on pose :

Vvf=V(f), (94)
Vo(Th @ Ty) = (VyT1) @ Ty
+ (VVTQ) ® T, (95)

ou f est une fonction et 77, T» des tenseurs
de types quelconques. La premiére de ces rela-
tions exprime que V f coincide avec la dérivée
de f suivant le vecteur V. La seconde, qui reste
valable en présence de contractions, impose la
régle de Leibnitz (dérivation d’un produit) &
la connection pour des tenseurs de types quel-
conques, c’est une généralisation de (88).

Ex. 7.9 :

1. Montrer que pour une l-forme w on a :

Vuwy = 0wy — I'%pwa. (96)
2. En déduire la relation :
Vydz” = =T, ,dz”. (97)



On peut & présent calculer VT & partir de
la décomposition de T :

VT =V (T e @ @ e,,®
ReMN®- - ® e*’/q)‘
En utilisant (95) on a :
VVT — (VVTNI"'MP Vl"'Vq) 6“1 R ® eﬂp@
®6*V1®“‘®6*Vq
+ Tﬂl"'ﬂp Vi (Vvem) R ® eup®

®6*V1®---®€*V‘1

+ TM1~~~up V1 g 6“1 ® e ® e“p®
® (vve*m) Q- Qe

+ Tﬂl"'ﬂp vi-vg € R ® eup®
ReM Q- ® (Vve*Vq).

En choisissant V' = e, et en utilisant les rela-
tions (94, 90, 97), on obtient les composantes
de la dérivée covariante du champ de tenseur
T de type (2 ) :

o -
VLT = 0T+
iy ce M e -
T g+ T T .
o iy o pHiEp
re,, T qovg = =10, T e

(98)
Dans la pratique les calculs s’effectuant sou-

vent sur les composantes on utilisera les pro-
priétés (94, 95) sous la forme :

Vuf =0uf, (99)
vV, Iy I =Ty VT
+(V, Iy )Ty . (100)

Par ailleurs, la dérivée covariante est souvent
notée par un point-virgule. On aura :

T, =V
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et par convention :
T s UV - VV(VMT )7

ou l'ordre des indices respecte celui des dériva-
tions.

7.2.6 Géodésiques

Une courbe z#(\) sur M est une géodésique
si son vecteur tangent V se transporte parallé-
lement a lui méme le long de cette courbe, on

a I’équation® :
Vi,V =0. (101)
Cette équation s’écrit en composantes :
d?xH dz® dzP
—— + I ———— =0. 102
d\2 B dX dA (102)

Dans ce contexte, une géodésique est interpré-
tée comme le chemin le «plus droit» possible
sur M.

7.2.7 Courbure et torsion

Jusqu’a présent il n’a pas été question de
courbure. Cependant le transport parallele, né-
cessaire pour compenser ses effets, doit en te-
nir compte de maniére implicite. Examinons
I’évolution d’un vecteur U transporté paralle-
lement de A en D le long d’un circuit fermé
(ABDC) infinitésimal par deux chemins dis-
tincts (ABD) et (ACD) (Fig. 6). Les coordon-
nées de A, B,C et D sont {at}, {aH + eV},
{zt" + 0"} et {aH + € + 0M} respectivement.

Le vecteur U (z" 4 €*), transporté du vecteur
U(z") en B, s’écrit d’aprés (83) :

UY (2" + %) o2 UY (2%) — €T (a™) U (2").

*0On pourrait exiger une condition moins forte :
VvV = fV,ou f € F(M). On peut montrer qu’il est
toujours possible de reparamétrer la courbe pour re-
trouver 'équation (101). En relativité ce paramétrage
correspond au temps propre pour une particule mas-
sive.



Uacp

Uasp

A B

FiG. 6 — Transport du vecteur U le long deux
chemins distincts.

Ce vecteur transporté en D devient :
UY (z" 4 € 4 6%)
(7"’(95“ +€¥) — 5“1“”“&(90”” + e“)f]a(x“ + €"),

~

soit encore en tenant compte de la variation des

I
UY (2" + € + 67) ~
U (2") — 'T,o (")U* (2")—
o+ (I’Vua(x"‘) + e"ﬁpfl’ua(x”))
(U*(z") — €'T% (") UP (2")

X
1.e.
Uu(xn +€H —}—(SR) ~ Ul/(a,:li)_
e“F”ﬂa(x“)Ua(x“) - 5“F”“a(x“)U°‘(x“)—
oHeY (&,F”W(x””) - Fpm(x“)l“”“p(x“))Uo‘(x“).
Un calcul analogue pour le chemin (ACD)
conduit a :
Uu(xn +5n +€n) ~ Uu(xn)_
5“F”“a(a:“)U°‘(x“) — e“I‘”“a(x“)Ua(x“)—
et (8MF”7a(x“) - Fp“a(x“)l“”w(x“))Uo‘(x“).
La différence entre les deux vecteurs est donnée
par :
U (2 + € + 6%) — UY (2" + € + 07)
RY awé“e“/Uo‘(x”),

~
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ou l'on a posé :

Rl/

oy
aﬂryw o a’YFVua + vaaryup o Fp;wéryw
(103)
R" ., sont, comme nous allons le vérifier,

les composantes d’un tenseur : le tenseur de
Riemann® ou tenseur de courbure. Il mesure,
comme l'indique le calcul précédent, le «défaut
de parallélisme» au second ordre.

Le tenseur de Riemann est définit formelle-
ment par Papplication de H3(M) dans H(M)
qui associe aux vecteurs U,V,W le wecteur
R(U,V,W) notée®® R(U, V)W définit par :

R(U V)W = (VUVV -V Vy — V[U,v])W
(104)
Ex. 7.10 :

1. Montrer, en utilisant la définition, que
R(U,V,W) définit bien un tenseur. On aura
intérét a traiter séparément chacun des trois
arguments U, V, W.

Montrer, par un calcul direct, que les com-
posantes de R sont bien données par (103).

On peut former par contraction du tenseur
de courbure deux quantités importantes dans
les applications®” :

— Le tenseur de Ricci, Ri, dont les compo-

santes sont données par R, := R* .,

— Le scalaire de courbure R := R",, ce der-
nier n’existe que si M posséde une mé-
trique.

Un autre effet que la courbure est contenu

dans le transport parallele : il correspond &

5La position des indices du du tenseur de Riemann
est conventionnelle et varie, malheureusement, d’'un au-
teur a 'autre.

S6Lintéret de cette notation provient du fait qu’elle
permet de considérer R(U,V) comme un vecteur agis-
sant sur W.

571’emploi de la méme lettre R pour désigner les trois
objets différents que sont le tenseur de Riemann, le ten-
seur de Ricci et le scalaire de courbure est d’un usage
courant dans les calculs, ot les objet sont identifiés par
leur nombre de composantes.
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X

Fic. 7 — Effet de la torsion sur le parallélo-
gramme construit sur X et Y.

I'impossibilité de fermer un «parallélogrammes
construit sur deux vecteurs infinitésimaux. Un
autre tenseur, appelé tenseur de torsion, per-
met caractériser cet effet (Fig 7). Pour le visua-
liser considérons les points {4, B,C'} comme
définissant deux vecteurs infinitésimaux d’ori-
gine commune A. Convenons d’appeler X le
vecteur défini par (AB) et Y celui défini par
(AC). Leurs composantes dans la base locale
{e,} sont : Xt = et et Y = ¥, respective-
ment. Transportons parallélement chaque vec-
teur le long de 'autre : X est transporté le long
de Y et réciproquement. On a :

X”(x” + ") ~ XV (2") — 5“F”Ma(x“)X°‘(x”),
}7”(36“ +e") =YV (a") — e“F”ﬂa(m“)Y"(m“),
soit encore,
XY (2 4 6%) ~ XV (25) — oHe T o (27),
YV (25 + ) ~ YV (2F) — 5T o (2").
On constate que les extrémités des vecteurs

transportés ne coincident pas en général, en ef-
fet :

(V + X)" = (X +Y)" = =T, + #6°T",,

= e"6T" 4,
ou l'on a posé :
1% o = 100 = Ty (105)

qui sont les composantes du tenseur de torsion.

Ex. 7.11 : Vérifier, a 'aide de (93), que les quantités
T" o, définies ci-dessus, sont bien les composantes
d’un tenseur.

La géométrie différentielle définit le tenseur
de torsion comme I’application de H2(M) dans
H(M) qui associe aux vecteurs U,V le vecteur
T(U,V) deéfini par :

T(U,V):=V,V -V, U—[U,V].

Ex. 7.12 : Une autre méthode permettant de faire
apparaitre les effets de la courbure et de la tor-
sion lors du transport paralléle est de calculer le
commutateur de deux dérivées covariantes.

1. Expliquer briévement pourquoi ?
2. Montrer que 'on a :

V., V]V = R, V7 +T¢,, V.V (106)

Pour clore cette section remarquons que les
notions introduites ici sont locales. Le tenseur
de Riemann caractérise la courbure au voisi-
nage d’un point, et on dira qu’'un espace pour
lequel le tenseur de courbure est identiquement
nul est localement plat. Cependant, la connais-
sance de la géométrie locale ne dit rien sur la
«forme globale» de I'espace, c’est-a-dire sa to-
pologie. Ainsi, ’espace euclidien usuel, qui est
globalement plat, est a fortiori localement plat.
Mais, on peut montrer par exemple qu'un cy-
lindre est également localement plat.

7.2.8 Connexion et métrique

Notre variété M n’est, pour 'instant, munie
que d’une structure : la connexion. Une seconde
structure, trés fondamentale puisqu’elle permet
de définir a notion de distance, est fournie par
la définition d’une métrique. La définition, don-
née au paragraphe 7.1.9, s’adapte immeédiate-
ment dans le cadre d’'une variété M, 'espace
vectoriel E étant ici I'espace tangent au point
P : Tp M. Cela signifie que contrairement au
cas minkowskien, g dépend de sa position sur
M, c’est un champ de tenseur. Notons que si
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g est définie positive M est dite riemannienne
et, pseudo-riemannienne sinon®®.

Nous allons imposer & la connexion deux
conditions. La premiére est de conserver le
produit scalaire g(U, V) de deux vecteurs par
transport paralléle. Ce qui se traduit par :

Vw (9(U,V)) =0, (107)
les vecteurs U,V étant transportés paralléle-
ment le long de la courbe engendrée par W.
Une connexion vérifiant la condition de compa-
tibilité (107) est dite connexion métrique.

Ex. 7.13 : Montrer que la condition de compatibilité
entraine que la quantité :
dz® dz®
af T 108

est constante le long de la géodésique z()\), para-
métrée par .

Ecrite en composante et avec 1’aide de (100)
et (92) la condition de compatibilité (107) de-
vient WEUHVYV xg,,, = 0, soit encore :

Vg = 0. (109)

Remarquons que cette relation implique que

pour un tenseur T quelconque on a toujours :

Vng,uuTm--- = g;wvnTm...

En développant I'équation (109) a laide de
(98) puis en permutant les indices dans ’équa-
tion obtenue on abouti aux équations sui-
vantes :

aoéguV - Fﬁaugﬁl/ - Fﬁaugﬂﬁ = 07
auguoz - Fﬁuugﬁa - Fﬁ;wzgl/ﬁ = 07
aug;wz - Fﬁuﬂgﬁa - Fﬁuaguﬁ = 0.

En soustrayant les deux derniéres équations de
la premiére et en tenant compte de la symétrie

*8La meétrique g est souvent dite indéfinie dans ce
cas.

de g il vient :
OaGuv — Ougva — OvGua =
(Fﬁau - Fﬁua)glﬁ + (Fﬁav - Fﬁua)guﬁ -
(Fﬁuv + Pﬁvu)gaﬁ'

Cette équation nous permet d’introduire la
seconde condition qui est d’imposer la symé-
trie des symboles de connexion dans leurs in-
dices inférieurs, ce qui correspond & exiger que
la torsion soit nulle. Une telle connexion est
dite symétrique. Dans ce cas, les deux premiers
termes de I’expression précédente s’annulent et
on obtient I'importante relation :

re =

1
uv 590”6 (auguoc + augw — aag,w). (110)

Dans ce contexte les symbole de connexion
sont fréquemment appelés symboles de Chris-

toffel.

Ex. 7.14 : Montrer que pour une métrique diagonale
on a les relations :

e, =0 (111)
o 1
pp = *ng OaGpupa (112)
1
re,, = +—2gaa DpGoa (113)
o 1
r aa — +2g aagaa (114)

ol a, 3,7 ont des valeurs différentes et ot il n'y a
pas de sommation sur les indices répétés.
L’intérét d’une connexion métrique et symé-
trique est triple. On a, en premier lieu le résul-
tat suivant :
— Sur une variété riemannienne ot pseudo-
riemanienne 4l  eriste une  unique
symétrique compatible avec
la métrique, cette connexion particuliére,
dite de Lévi-Civita, est donnée par (110).
En second lieu, cette connexion est la seule

possible en relativité générale®. Enfin, Iex-
pression (110) permet le calcul du tenseur de

connexion

% Parmi les autres théories de la gravitation, qui n’ont
pas été réfutées par I'expérience, la théorie de Cartan
adopte une connexion non symétrique, i.e. une torsion
non-nulle.



Riemann & partir de la métrique, ainsi qu’une
analyse de ses symeétries.

Ex. 7.15 : Montrer que I'on a les relations :

Ruau'y = gop (Fou'yrﬁau - Fouurﬂa'y)+

1,2 2 2 2 (115)
5 (Ohagr = O g — 0509 + 05, 9ue)
Ryapy —Ruavyp
Ruopy = —Ravpy (116)
Ruapy = Ryyva
Ry, = R

Deux relations importantes peuvent égale-
ment étre démontrées pour une connexion de
Lévi-Civita, ce sont les premiére et seconde
identités de Bianchi :

R” oy + R

+ VR

i +V, R, = 0.(118)

apy ayv

Ex. 7.16 : Montrer, en contractant la seconde identité
de Bianchi sur x et p que 'on a :

ViR s = VyRaw —VoRay, (119)
en déduire :
V.R = 2V.R',. (120)
Montrer que le tenseur d’Einstein :
G" .= R" — %g‘“’R, (121)
est conservatif, i.e. vérifie :
V,.G" = 0. (122)

Notons qu’en dimension quatre, les proprié-
tés de symeétrie entrainent que le tenseur de
Ricci est le seul tenseur d’ordre deux que 1’on
puisse former par contraction du tenseur de
Riemann, les autres possibilités donnant soit
0 soit un changement de signe. De méme, le
scalaire de courbure est le seul scalaire que
I'on puisse former par contraction du tenseur
de Riemann. On peut également montrer, tou-
jours en dimension quatre, que le tenseur de
Riemann est l’unique tenseur d’ordre quatre li-
néaire en les dérivées secondes de g (et leurs
contractions avec g).
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Pour résumer, le point important de cette
section est que la donnée d’'une métrique per-
met de déterminer explicitement la connexion
de Lévi-Civita ainsi que le tenseur de Riemann.
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